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1. Mit jelent, hogy egy Markov-lanc irreducibilis?

Barmelyik allapotbdl el tud jutni barmelyik masik allapotba
véges sok lépésben.

2. Egy M/M/c sor érkezési rataja A, egy szal kiszolgalasi rataja
. Mi a sor stabilitasanak feltétele?

A

cp

3. Mit jelent a Processor Sharing?

Amikor egy szerver a kiszolgalé kapacitasdt megosztja az

osszes bufferben lévs igény kozott.
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4. Hogyan miikddik a Join-Below-Threshold (JBT)
terheléselosztasi elv?

Minden szervernek van egy kiisz6be, ami alatt szabadnak
szamit, a kiiszobtdl kezdve foglaltnak. A diszpécser a beérkezé
igényt a szabad szerverek koziil taldlomra valamelyikhez
iranyitja, vagy ha minden szerver foglalt, akkor taladlomra
valaszt az Gsszes koziil.

5. Mit jelent a random early drop (RED)?

Amikor egy szerver a buffer megtelése el6tt elkezdi eldobni az
igényeket.



A/6. kérdés

Egy iigyvéd egyszerre legfeljebb 2 iigyon dolgozik. Atlagosan 2

havonta kap 0j iigyre felkérést, amit akkor vallal el, ha éppen 0

vagy 1 ligydn dolgozik. Egy iigy atlagosan 2 hénapig tart. Minden

egyes ligyért, amin dolgozik, naponta 90000 forintot szamlaz ki.

(a) Jeldlje X; azt, hogy a t id6pontban hany iigydn dolgozik. Mit
kell még feltenni a megadott informacidkon kiviil, hogy X;
folytonos idejii Markov-lanc legyen? Adjuk meg az allapotokat
és a generatort. Figyeljiink a ratakra!

(b) Most éppen 2 ligyon dolgozik. Becsiiljiik meg annak az
esélyét, hogy 3 nap milva 1 iigyon fog dolgozni. (3 napot
tekintsiink 1/10 hénapnak.)

(c) Hossza tavon mennyi az atlagos napi bevétele?
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Megoldas.

(a) X lehetséges allapotai 0, 1, 2. Ha az iigyek Poisson-folyamat
szerint érkeznek (azaz az érkezési id6kozok fiiggetlen,
exponencialis eloszlasiuak) és az egyes ligyek hossza is
exponencialis eloszlas, akkor X; folytonos ideji Markov-lanc.



A/6. kérdés

Megoldas.

(a) X lehetséges allapotai 0, 1, 2. Ha az iigyek Poisson-folyamat
szerint érkeznek (azaz az érkezési id6kozok fiiggetlen,
exponencialis eloszlasiuak) és az egyes ligyek hossza is
exponencialis eloszlas, akkor X; folytonos ideji Markov-lanc.

A generator

~1/2 1/2 0
Q=1 1/2 -1 1/2 |;
0o 1 -1

mivel egy iligy atlagos hossza 2 hénap, ezért egy ligy befejezési
rataja 1/2, viszont amikor 2 ligydn is dolgozik, akkor annak a
ratdja, hogy valamelyiket befejezi, 2 x 1/2 = 1.
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(b) Most éppen 2 ligyon dolgozik. Becsiiljiik meg annak az
esélyét, hogy 3 nap milva 1 iigydn fog dolgozni. (3 napot
tekintsiink 1/10 hénapnak.) Megoldas. Ha most épp 2 iigydn
dolgozik, akkor v(0) = (001).

Rovid tavia kozelitést alkalmazunk:

v(1/10) = v(0)e?*® ~ v(0)(/ + Q/10) =
19/20 1/20 0
=(001) | 1/20 18/20 1/20 | =(01/109/10),
0 1/10 9/10

igy annak a val6szin(isége, hogy 3 nap mulva 1 iigydn fog
dolgozni, megkozelitsleg 1/10.
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1. Hossz( tadvon mennyi az atlagos napi bevétele?

Elgszor kiszamitjuk a Markov-lanc vt = (xo x1 x2) stacionarius
eloszlasat. Ezt lehet a dinamikus egyensily egyenletekbdl:

1/2X0:1/2X1, 1/2X1 =x2, Xo+x1+x=1,

ahonnan
Ve = (0.4 0.4 0.2).

A hosszii tava atlagos napi bevétele az ergodtétel alapjan
forintban

0.4 x 04 0.4 x 90000 + 0.2 x 180000 = 72000.



A/T. kérdés

Az alabbi halézatban mindharom szerver FIFQ, a kiszolgalasi
ratajuk rendre ua =2, ug =3, uc = 1.

(a) Stabil-e a halézat? Aciklikus-e a halézat?
(b) Mekkora az egyes szerverek terheltsége?

(c) Egy kivillrgl B-be beérkezs igény atlagosan mennyi idét tolt a
rendszerben?



A/7. feladat

Megoldas.

(a) A halézat aciklikus, A, C, B sorrendben véve a szervereket.

egyes szerverek beérkezési rataja igy sorban expliciten
szamolhaté:

Aa =74 =16,
Ac=05-2,4=0.38,
As =798 + 0574+ 0.5\ =0.84+0.840.4 =2.0.

Az



A/7. feladat

Megoldas.

(a) A halézat aciklikus, A, C, B sorrendben véve a szervereket.

egyes szerverek beérkezési rataja igy sorban expliciten
szamolhaté:

Aa =74 =16,
Ac=05-2,4=0.38,
As =798 + 0574+ 0.5\ =0.84+0.840.4 =2.0.

A stabilitas feltétele:

a=16< pua = 2.0,
Ac = 0.8 < uc = 1.0,
A =20<ug=3.0

teljesiil, igy a halézat stabil.

Az
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(b) Mekkora az egyes szerverek terheltsége?
Megoldas.
PA = /\A/ < pua = 1.6/2.0 = 0.8,

pc = Ac/pnc =0.8/1.0=0.8,
pB = Ag/pc =2.0/3.0 = 0.667.
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(b) Mekkora az egyes szerverek terheltsége?

Megoldas.

PA = /\A/ < pua = 1.6/2.0 = 0.8,
pc =Ac/puc =0.8/1.0=0.8,
pB = Ag/pc =2.0/3.0 = 0.667.

(c) Egy kivillrl B-be beérkezs igény atlagosan mennyi id6t tolt a
rendszerben?
Megoldas. Egy kiviilrsl B-be érkezs igény csak a B szerverben

tolt el id6t. A B szerver sora M/M/1 tipusi, igy az atlagos
sorban toltott id6

I
ps —Ag  3.0-20

1.



A/8. kérdés

Adott egy C = 6 kapacitasa fluid csatorna. Kétféle forgalmi
osztalybél markovi médon érkeznek fix savszélességii (constant bit
rate, CBR) forgalmak; az i-edik osztalybél az érkezési rata \;, a
tavozasi rata u;, egy forgalom savszélessége ¢;. A két forgalmi
osztaly jellemzéi:

a=2M=1u =1, =3 =1u=2

1. Mekkora a csatornaban a forgalom hosszi tavi atlaga?

2. Az id6 mekkora részében van a csatorna teljesen kihasznalva?
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Megoldas. Kaufman—Roberts algoritmust hasznalunk: Ekkor a
rekurzié alapjan

7(0) = 1,

7(1) =0,

7(2) = :11?20(0) - % 1=1,

7(3) = :11?3 7(1) :;C'; 7(0) §.0+ 23—3 1=1/2,
v(4) = :11“4“ 2) :;fzv(l) = % 1+ % 0=1/2,
7(5) = :11“5"(3) :22?25\7(2):§-1/2+235 1=1/2,
7(6) = :11C16" 4 :;f20(3) - % /24 3 =-1/2=3/8.
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A V(i) értékeket leosztva az Gsszegiikkel:

vst(0) = 8/31,
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A V(i) értékeket leosztva az Gsszegiikkel:

vst(0) = 8/31,
vst(1) =0,

vst(2) = 8/31,
vst(3) = 4/31,
vst(4) = 4/31,
vst(5) = 4/31,
vst(6) = 3/31

A csatornaban a forgalom hosszia tava atlaga
0- Vst(O) + 1. Vst(O) —+ e+ 6 - VSt(6) = 79/31

Az id6 vst(6) = 3/31 részében van a csatorna teljesen kihasznalva.
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B feladatsor kis kérdések
1. Definialjuk az ON-OFF forgalmat.
Egy ON-OFF forgalom ON allapotban fix pozitiv

savszélességgel ad, OFF allapotban 0 savszélességgel ad, és a
két allapot kozott valtakozik.

2. Mondjuk ki a Burke-tételt.

Egy A érkezési rataja, stabil, stacionarius M/M/1, M/M/c
vagy M/M/oo sor kimeng folyamata A paraméteri
Poisson-pontfolyamat.

3. Definialjuk a hiperexponencialis eloszlast (akar absztrakt
definiciéval, akar sirliségfliiggvény megadasaval).

Exponencialis eloszlasok keveréke. VAGY siiriiségfiiggvénye
n
f(x) = pirie ™,
i=1

ahol \; >0, p; >0 és 27:1 pi = 1.
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B feladatsor kis kérdések

4. Definiadljuk az A és B matrixok Kronecker-szorzatat.

8113 8128 al,,B

3215 3225 PN aan
A®B = _

anlB anQB e a,,nB

5. Mi az a token bucket és hogyan miikddik?

A token bucket egy forgalomkorlatozé eszkdz. A token
bucketben folyamatosan gyiilnek a tokenek fix rataval,
maximum a token bucket méretéig. Minden, a csatornan
atmend forgalomnak el kell hasznalnia a forgalom méretének
megfelel6 mennyiségii tokent.



B/6.

Az ligyfelek sorban allnak egy hivatalban. Egy iigyfél kiszolgalasa
atlagosan 3 percig tart, a tobbiek addig varakoznak. Atlagosan 5
percenként érkezik egy ligyfél. Ha legalabb 3-an allnak sorban
(beleértve azt is, akit éppen kiszolgalnak), akkor a tovabbi érkezék
egybél tavoznak és nem jonnek vissza.

(a) Modellezziik a sor hosszat folytonos ideji Markov-lanccal. Mit
kell feltenni, hogy teljesiiljon a Markov-tulajdonsag? Mik a
lehetséges allapotok? Nevezzilk meg a sor pontos tipusat.

(b) Az id6 mekkora részében nincs ligyfél a hivatalban?

(c) Atlagosan mennyi idét tolt egy iigyfél a hivatalban (beleértve a
véarakozast és a kiszolgalast is)?



B/6. feladat
Megoldas.

(a) Ha az iigyfelek Poisson-folyamat szerint érkeznek (azaz az
érkezési id6kozok fiiggetlen, exponencialis eloszlasuak) és a
kiszolgalasi id& is exponencialis eloszlas, akkor a sor hossza
folytonos idejii Markov-lanc. A lehetséges allapotok 0, 1, 2, 3.
Ez egy M/M/1/3 sor.



B/6. feladat
Megoldas.

(a)

Ha az iigyfelek Poisson-folyamat szerint érkeznek (azaz az
érkezési id6kozok fiiggetlen, exponencialis eloszlasuak) és a
kiszolgalasi id& is exponencialis eloszlas, akkor a sor hossza
folytonos idejii Markov-lanc. A lehetséges allapotok 0, 1, 2, 3.
Ez egy M/M/1/3 sor.

Kiszamitjuk a vt = (xo x1 X2 x3) stacionarius eloszlast. Lehet a
dinamikus egyensily egyenletek alapjan; az érkezési rata

A =1/5, a kiszolgalasi rata yu = 1/3.

1/5X0:1/3X1, 1/5X1:1/3X2, 1/5X2:1/3X3,
Xo+x1+x0+x3 =1,

ahonnan

125 75 45 27
=\ 575 595 595 7595 | ~ (0.4 2 1 )
vt (272 272 272 272) (0.460 0.276 0.165 0.099),

igy az id6 46%-aban nincs tigyfél a hivatalban.
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Megoldas.

(b) Egyébként az M/M/1/K sor stacionarius eloszlasa
TPGEO(K, 1 — p).
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Megoldas.

(b) Egyébként az M/M/1/K sor stacionarius eloszlasa
TPGEO(K,1 — p).

(c) Atlagosan mennyi id6t tolt egy iigyfél a hivatalban (beleértve a
varakozast és a kiszolgalast is)? PASTA-elv miatt egy véletlen

igény érkezéskor a stacionarius sorhosszt latja. Ha tele van a
hivatal, akkor nem keriil be a rendszerbe. Ha bekeriil, és az
i-edik helyre, akkor atlagosan i/u = 3i percet tolt a
hivatalban, igy

:L.3.1+L.3.2+
X0 + X1 + X2 Xo + x1 + X2
2 3.3~ 4522,

Xo + X1 + X2



B/7. feladat

Egy fluid szerver kiszolgalasi sebessége 4 Mbps, és a szerverhez
végtelen buffer tartozik. A szerverbe egy ON/OFF fluid forgalom
érkezik, mely 3/s rataval kikapcsol, illetve 1/s rataval bekapcsol;
amikor ad, akkor a sebessége 8 Mbps.

(a) Stabil-e a sor?

(b) Szamitsuk ki az atlagos buffer szintet.

(c) Mennyi a forgalom atlagos késleltetése?

Az ON/OFF fluid buffer stacionarius eloszlasanak képlete a

kovetkezs:

fi(x) = — 2 < qi2 <121> e—(f{i—%)xy

g2+ qo1 \A— 1
A — 912 _ 921

fx) = 921 G2k = q221( ) - (2 - )x’

qi2 + g1 H
A —
=0 g, = B21 = gz ( M)

(q12 + go1) 10



B/7.

Megoldas.

(a) (Az ON allapot az 1-es, az OFF allapot a 2-es.) A
hattér-folyamat stacionarius eloszlasa

m= < 921 a2 > = (0.250.75).
g12 + g21 q12 + Qo1

A stabilitas feltétele
0.25x840.75-0=2 < u =4,

ami teljesiil, igy a sor stabil.
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(b) Szémitsuk ki az atlagos buffer szintet.

Megoldas. A buffer szint stacionarius eloszlasa

1 1 1
TOEES (8: _ 4) (b Lo

1

4

b(x) = .3'4‘258‘4%—QL—Dxéﬂﬁ
h=o,
3.4-1.(8—4)
€2_ ey




B/7. feladat

(b) Szémitsuk ki az atlagos buffer szintet.

Megoldas. A buffer szint stacionarius eloszlasa

1 1 1
TOEES (834 _ 4) el
H(x) = % 34— 14; (8—4) —(2-1)x_ L2,

4 =0,
3-4-1-(8-4) 1
(1+3)-4 2

Az atlagos buffer szint

/ Xfl(x)dx—i—/ xf(x)dx = E + L 1 (Mbps).
0 0 2 2
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(c) Mennyi a forgalom atlagos késleltetése?
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Megoldas. Mivel az érkezési folyamat nem homogeén, igy nem
teljesiil a PASTA elv, egy érkezg8 véletlen csepp nem a
bufferszint stacionarius eloszlasat latja.
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Megoldas. Mivel az érkezési folyamat nem homogeén, igy nem
teljesiil a PASTA elv, egy érkezg8 véletlen csepp nem a
bufferszint stacionarius eloszlasat latja.

ElGszor kiszamitjuk, mekkora egy véletlen érkezd csepp altal
érkezéskor latott bufferszint varhato értéke. Az ON illetve OFF
allapotban latott atlagos bufferszintet silyozzuk az ON illetve
OFF allapotbeli érkezési rataval, és osztjuk az ered6 érkezési
rataval:

A JoT xf(x)dx 40 - [ xfa(x dx_8-1/2+0-1/2_2(Mb)
TN+ -0 - 1/4-8+3/4-0 '
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(c) Mennyi a forgalom atlagos késleltetése?
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teljesiil a PASTA elv, egy érkezg8 véletlen csepp nem a
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ElGszor kiszamitjuk, mekkora egy véletlen érkezd csepp altal
érkezéskor latott bufferszint varhato értéke. Az ON illetve OFF
allapotban latott atlagos bufferszintet silyozzuk az ON illetve
OFF allapotbeli érkezési rataval, és osztjuk az ered6 érkezési
rataval:

A JoT xf(x)dx 40 - [ xfa(x dx_8-1/2+0-1/2_2(Mb)
TN+ -0 - 1/4-8+3/4-0 '

Mivel a kiszolgalasi sebesség konstans . = 4 (Mbps), igy az
atlagos késleltetés

%: 1/2 (s).
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Egy halézatban 3 fluid szerver van, kiszolgalasi sebességiik rendre
2.0,2.5,4.5. A halézatban 4 kiilonb6z6 prioritast adaptiv forgalom
van jelen, csdkkend prioritasi sorrendben:

(1) az érkezési rataja 1.2, és athalad a 2-es és 3-as szervereken;

(2) az érkezési rataja 1.8, és athalad mindharom szerveren;

(3) az érkezési rataja 1.0, és athalad az 1-es és 3-as szervereken;
(4) az érkezési rataja 3.5, és athalad a 3-as szerveren.

Minden forgalomrdl iitkGzés esetén instant és tokéletes
visszaszabalyozast feltételeziink a halézatba val6 belépési pontjukig
visszamendleg.

(a) Szamitsuk ki, melyik forgalom mekkora sebességre all be.

(b) Melyik szervernek mekkora a kihasznaltsaga?
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(a) Megoldas.
Az (1) forgalom a legmagasabb prioritas, és egyik szerver sem
korlatozza, tehat megkapja az 1.2 érkezési ratat, és a
szervereken a még szabad kapacitas rendre 2.0,1.3,3.3.
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(a) Megoldas.
Az (1) forgalom a legmagasabb prioritas, és egyik szerver sem
korlatozza, tehat megkapja az 1.2 érkezési ratat, és a
szervereken a még szabad kapacitas rendre 2.0,1.3,3.3.

A (2) forgalmat a masodik szerver korlatozza, igy a
visszaszabalyozas miatt a forgalom sebessége 1.3, és az egyes
szervereken a még szabad kapacitas rendre 0.7,0.0,2.0.
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A (3) forgalmat az elsé szerver korlatozza, igy a sebessége 0.7,
és az egyes szervereken a még szabad kapacitas rendre
0.0,0.0,1.3.
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1.3, és az egyes szervereken a még szabad kapacitas rendre
0.0,0.0,0.0.



B/8. feladat

(a) Megoldas.
Az (1) forgalom a legmagasabb prioritas, és egyik szerver sem
korlatozza, tehat megkapja az 1.2 érkezési ratat, és a
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Mindharom szerver kihasznéltsaga 100%.



