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Véletlenszerlien valtozé rendszer

Egy rendszer elindul egy A allapotbdl.
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Véletlenszerlien valtozé rendszer

Ezutan B vagy C allapotba léphet (0.4 és 0.6 valdszintiséggel).
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Véletlenszerlien valtozé rendszer

B-bsl A, C, D valamelyikébe |éphet véletlenszeriien.
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Véletlenszerlien valtozé rendszer

C-bél csak E-be léphet.

0.1

v

o7 G
©

s



Véletlenszerlien valtozé rendszer

D-bsl atléphet E-be vagy maradhat D-ben is.
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Véletlenszerlien valtozé rendszer

Ez egy Markov-lanc.
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Egy lehetséges realizacié
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Egy lehetséges realizacié: A, B, D, D, E, D, E, B, C,E,B, A, C...



Markov-lanc

A Markov-lanc egy rendszer, ami véletlenszeriien valtoztatja az
allapotat.

A kovetkezd allapot csak a jelenlegi allapottdl fiigg, az
elézményektdl nem. Ez a Markov tulajdonsag.

A Markov tulajdonsag egyfajta memériamentesség: a rendszer
tovabbi viselkedéséhez nem kell ismerni a maltat, csak a jelenlegi
allapotot.

Egy Markov-lanc megadasahoz a kdvetkezg informacidkra van
sziikség:

» allapotok listaja (pl. A, B, C, D, E),

» kezdeti allapot, és

> vagy egy iranyitott graf, atmenetval6sziniiségekkel az éleken
(mint az el6z6 példaban), vagy egy P dtmenet-valdsziniiség
matrix.



Atmenet-valészin(iség matrix

A P matrix (i,j) eleme annak a valészintisége, hogy a Markov-lanc
a j allapotba lép kovetkezdnek, feltéve, hogy most az i allapotban

van.
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A B C D E
0 04 06 O 0
01 0 02 07 O
0 0 0 0 1
0 0 0 05 05

0 06 0 04 O



Sztochasztikus matrix

A P atmenet-valdsziniiség matrix tulajdonsagai:

> elemei nemnegativak:

» minden egyes sor dsszege 1:
D Pi=1
i

Barmely matrix, ami a fenti tulajdonsagokat teljesiti, egy alkalmas
atmenet-valdsziniliség matrix. A fenti tulajdonsagokat teljesitd
négyzetes matrixokat sztochasztikus matrixnak nevezziik.



Kezdeti eloszlas vektor

A kezdeti allapotot megadhatjuk vektor formaban is, pl. ha a
kezdeti allapot A, akkor a kezdeti eloszlas vektor

w=(10 00 0).
Ezzel a jeloléssel a kezdeti allapot lehet véletlenszer( is, pl.
vw=(1/2 0 1/2 0 0)

azt jelenti, hogy a Markov-lanc A-bdl vagy C-bél indul 1/2
valésziniiséggel.

vp elemei nemnegativak, Gsszegiik 1.



Allapot-valésziniiségek

Tegyiik fel, hogy a Markov-lanc A-bél indul. Hol lehet 1 lépés
utan? Es 2 lépés utan?
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Allapot-valésziniiségek

1 lépés utan az allapot véletlenszerii. A példaban lehet B 0.4
valdszinliséggel vagy C 0.6 valdszinliséggel, azaz az allapotvektor 1
lépés utan
vi=(0 04 06 0 0).

2 lepés utani lehet8ségek:

» A—B—A 0.4 -0.1 valésziniiséggel, vagy

» A—B—C 0.4 - 0.2 valésziniiséggel, vagy

» A—B—D 0.4 -0.7 valdsziniiséggel, vagy

» A—C—E 0.6 - 1 valésziniiséggel.

Tehat
v=(004 0 008 0.28 0.60 ).



Allapot-valésziniiségek

Altalaban v, a kdvetkez6 médon szamithaté ki.

Lemma
Vp=Vp_1-P=vy-P"
Biz (vazlat). A v,_1 - P szorzat a teljes valdsziniiség tétele alapjan

szamitja ki az n 1épés utani allapot-valdsziniiségeket az n — 1 lépés
utani allapot-valé6sziniiségek szerint.



Allapot-valésziniiségek

Példaul a
w= (1000 0)

kezdeti vektorra és

atmenet-val6sziniiség matrixra
v1:v0-P:(0 04 06 0 O )
és

va=v-P=vw-P*=(004 0 008 028 0.60).



Matrix-szorzas

0 04 06 0 0
01 0 02 07 O
0o 0 0 0 1
0 0 0 05 05
0 06 0 04 0
(Lo0000) (0 0406 0 0)
0 04 06 0 0
01 0 02 07
0 0 0 0 1
0 0 0 05 05
0 06 0 04 0
(0 04 06 0 0) (004 0 0.080.28 0.60)



Kapcsolati osztalyok

Ha két allapot olyan, hogy barmelyikbél el lehet jutni a masikba
véges sok |épésben pozitiv valdsziniiséggel, akkor 6k egy kapcsolati
osztalyba (communicating class) tartoznak.



Kapcsolati osztalyok

Ha két allapot olyan, hogy barmelyikbdl el lehet jutni a méasikba
véges sok lépésben pozitiv val6sziniiséggel, akkor 6k egy kapcsolati
osztalyba (communicating class) tartoznak.




Irreducibilis és reducibilis Markov-lancok

Ha egy Markov-lancnak egyetlen osztalya van, vagy egyszeriien
mondva barhonnan barhova el lehet jutni, akkor irreducibilis. Ha
tobb kapcsolati osztaly is van, akkor reducibilis.




Rekurrens és tranziens osztalyok

Az olyan osztalyok, amelyekb&l semmilyen atmenet nem vezet ki,
rekurrens osztélyok, és a benniik 1évs allapotok rekurrens allapotok.

Az olyan osztalyok, ahonnan legalabb egy atmenet kivezet,
tranziens osztilyok, és a benniik |év6 allapotok tranziens allapotok.

tranziens

rekurrens



Periodicitas

Az alabbi Markov-lanc irreducibilis-e?
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Igen, irreducibilis. Barmelyik allapotbél barmelyik masikba el lehet
jutni.

Az A allapotbél indulva hany lépés mualva juthatunk vissza megint
az A allapotba?



Periodicitas
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Az A allapotbél indulva visszatérhetiink az A allapotba 3, 6,
9,...lépés milva.

A B allapotbdl indulva a B allapotba visszatérés is 3, 6, 9,. .. |épés
malva lehetséges. S6t, ez igaz barmelyik allapotra.



Periodicitas
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Ha egy irreducibilis Markov-lancban az A allapotbél indulva
ugyanoda csak valamely d > 1 t8bbszdrose szami |épésben lehet
visszajutni, akkor a Markov-lanc periodikus d periédussal. A
periédus ugyanakkora az dsszes allapotra.

A fenti példa Markov-lanc periodikus, a periédus hossza 3.



Periodicitas
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A fenti Markov-lancban D-bdl indulva visszatérhetiink D-be 1, vagy
2, vagy 3 stb. lépésben is. Ez egy aperiodikus Markov-lanc.

(Az aperiodikus esetre gondolhatunk agy is, hogy d = 1.)



Periodicitas

Egy periodikus Markov-lancban az allapotok feloszthatéak d
periodicitasi osztilyra. Ezek nem ugyanazok, mint a kapcsolati
osztalyok! A fenti Markov-lanc irreducibilis, egyetlen kapcsolati
osztalybdl all (ami minden &llapotot tartalmaz), ugyanakkor 3
periodicitasi osztalybdl all.



Példa

Londonban egy es6s napot 70% eséllyel kovet egy Gjabb esés nap,
30% eséllyel pedig napsiitéses nap. Egy napsiitéses napot 50%
eséllyel kdvet egy Gjabb napsiitéses nap és 50% eséllyel es6s nap.
Tegyiik fel, hogy ma es6s nap van. Mekkora a valésziniisége, hogy
2 nap milva esés nap lesz? Es 3 nap milva? Szamitsuk ki, hogy a
stacionarius eloszlas szerint mekkora az es6s nap valdsziniisége.

(Ez az id6jarasnak egy erésen egyszerlisitett modellje.)

2 allapot van: es@s és napos. Az dtmenet-valdsziniiség matrix

0.7 03
P15 05

Ma esik, tehat
vw=(10)



Példa

Ekkor
Vi =V - P = (0.7 03)

Vo = Vvq P = (0.64 0.36).

V3 = Vvp - P = (0628 0372)

Ugy néz ki, mintha konvergéalnanak. Vajon hova?



Stacionérius eloszlas

vst = (X1 X2 ... Xk ) Stacionarius vektor vagy staciondrius eloszlas,
ha

Vst - P = Vst ,

x|+ -+ xg =1
Ha egy Markov-lancot vy = vg-bél inditunk, akkor
Vi = Vet - P = v

és igy tovabb, tehat
Vp = Vgt VN

Egy Markov-lanc stacionérius, ha stacionarius vektorbdl indul.



Hossz( tava viselkedés

Tétel. (Perron—Frobenius)

(a) Minden (véges allapotterii) Markov-lancnak van legalabb egy
staciondrius vektora.

(b) Ha egy Markov-lanc irreducibilis, akkor vy, egyértelmii és elemei
szigorian pozitivak.

(c) Ha egy Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor

lim v, = vy
n—o00

tetszbleges vy kezdeti vektorra.

Nem biz., de a lényeg: a stacionarius vektor a P matrix 1
sajatértékhez tartozé baloldali sajatvektora; az Gsszes tobbi
sajatérték a (b) esetben legfeljebb 1 abszolGtértékd, a (c) esetben
szigoruan kisebb, mint 1 abszolatértékd.



Példa

Ha

0.7 03
P15 0

akkor vgy = (x1 x2 )-re teljesiil a definici6 alapjan

0.7x1 +0.5x0 = x4
0.3x1 + 0.5 = x

x1+x0 =1,
aminek a megoldasa x; =5/8 = 0.625 és x, = 3/8 = 0.375, és igy

ves = (0.625 0.375).



A stacionarius eloszlas kiszamitasa

A stacionarius eloszlas kiszamitasidhoz egy linearis egyenletrendszert
kell megoldani:

Vst - P = Vst ,

x1+ -+ x=1.

Az altalanos, mindig hasznalhaté médszer a Gauss-eliminacio.
(Specialis esetekben esetleg egyszeriibben is megoldhaté.)



Hossz( tava viselkedés
Tehat ha a Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor

lim v, = vg.
n—oo

A konvergencia exponencialisan gyors (nem biz., de a P matrix
masodik legnagyobb abszolatértékii sajatértéke az exponens); kis
allapottér (k < 5 koriil) altalaban mar n > 10 esetén j6 kozelitéssel

Vp & Vgt

Nagy allapottér esetén altalaban nehéz kérdés, hogy mikortél
teljesiil; kulcsszé: Markov chain mixing time.

A Perron—Frobenius tétel (c) része ekvivalens a kdvetkezével:

Vst

Vst

lim P" =

n—o0

Vst



Reducibilis Markov-lancok

Barmely reducibilis Markov-lanc elébb-utébb eljut az egyik
rekurrens osztalyba és ott marad &rokre.
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Reducibilis Markov-lancok
Barmely reducibilis Markov-lanc elébb-utébb eljut az egyik

rekurrens osztalyba és ott marad &rokre.

transient

recurrent




Reducibilis Markov-lancok

Tulajdonképpen minden egyes rekurrens osztaly egy kisebb,
irreducibilis Markov-lancnak tekinthetd.

transient

recurrent




Reducibilis Markov-lancok

Reducibilis Markov-lanc esetén minden rekurrens osztalyhoz
tartozik egy egyértelmii stacionarius vektor.

A nagy Markov-lanc stacionarius vektorai ezeknek a konvex linearis
kombinacidi.

Egy tranziens allapot valdsziniisége barmely stacionarius eloszlasban
0.

Egy reducibilis Markov-lancra is teljesiil, hogy v, konvergal
valamelyik stacionarius vektorhoz — de hogy melyikhez, az lehet
véletlenszerd is.

Mi altalaban irreducibilis Markov-lancokra szoritkozunk.



Stacionérius vektor tovabbi értelmezései

Egy irreducibilis, aperiodikus Markov-lancra
Vp — Vgt

tetsz8leges vy esetén. Ez azt jelenti, hogy hosszi tévon a
Markov-lanc ,elfelejti” a kezdeti allapotot, és kozel lesz a
stacionarius allapothoz. Emiatt sok esetben, amikor a Markov-lanc
hosszi ideje zajlik, a kezdeti allapot irrelevans, mivel a Markov-lanc
agyis stacionarius lesz.

Mi a helyzet irreducibilis, periodikus Markov-lancokra?



Periodikus Markov-lancok

Egy lehetséges realizacié: A, C, D, A, C,E,A,B,E, A, C, E A, ...

Minden harmadik allapot A, utana mindig B vagy C, azutan pedig
D vagy E kovetkezik.



Periodikus Markov-lancok

Egy irreducibilis, periodikus Markov-lancra vy egyértelmi. A fenti

Markov-lancra
1 1 4 14 11
Vg = | = — — — — .
st 315 15 75 75

Ha a periddus d, vy % valésziniiséget rendel minden egyes
periodicitasi osztalyhoz:

1 1 4 14 11
Vst = = — — — — .
3 15 15 75 75

e

Wl
W=



Periodikus Markov-lancok

Egy periodikus Markov-lanc nem ,felejti el” a kezdeti allapotot
teljesen.

A periodicitasi osztalyokat jeldljiik 1, ..., d-vel. Ha a Markov-lanc
az l-es osztalybdl indult, akkor nd lépés utan mindig Gjra az 1-es
osztalyban lesz, nd + 1 lépés utan mindig a 2-es osztalyban lesz, és
igy tovabb.

Teljesiil a kovetkezé: nagy n-re, v, értéke kozelitsleg vy, feltéve,
hogy abban a periodicitasi osztilyban van, ahol n lépés utan lehet.

Ez a feltételes eloszlas megkaphaté agy is, hogy vy tébbi
osztalybeli elemeit kinullazzuk, majd beszorozzuk d-vel.



Periodikus Markov-lancok

A korabbi periodikus Markov-lanc példajara d = 3, és

1 1 4 14 11
Vo = [ = — & 2% 22
= \3 15 15 75 75
Ha a Markov-lanc az 1-es allapotbdl indult, akkor 3n lépés utan
csak az 1-es allapotban lehet, és

V3n R 3 %%%% (10000).

3n+ 1 lépés utan csak a 2-es periodicitasi osztalyban lehet, és
0 0

0
3. % 1 4 141
% ~ — — %
3n+1 15 15 5 5

00).
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Periodikus Markov-lancok
3n+ 2 |épés utan pedig csak a 3-as periodicitasi osztalyban lehet,

és igy
0 O 0
4 14 11 14 11
V3,7+2~3' %%Zé ﬁﬁ (OOOEE)

Ha a Markov-lanc a 2-es periodicitasi osztalybdl indult, akkor 3n
lépés utan csak a 2-es periodicitasi osztalyban lehet, tehat ilyenkor

~3- 0l %00
van %1515%% 55°0)

Hasonléan

0 0 0
; %Z]ZZ% 14 11 (00014 11)
v ~3- — — — —
sn+l 5 15 75 75 25 25

stb.; a kozelités médja tolédik a kezdeti osztalynak megfelelen.



Stacionérius vektor értelmezései

Mi egyebet arul még el a stacionarius vektor? Legyen

Vst = (X1 X2 ... Xk ).

Lemma
Egy irreducibilis Markov-lanc esetén hosszii tavon az i dllapotban
toltott lépések ardnya az dsszeshez képest x;.

Lemma

Egy irreducibilis Markov-lanc esetén az atlagos lépésszam két i-be
torténd visszatérés kézott Xl

Mindkét lemma érvényes periodikus és aperiodikus Markov-lancokra
is.



Stacionérius vektor értelmezések

A londoni idGjaras példajanal legyenek az allapotok 1: esds, 2:
napos. Ekkor egy lehetséges realizacié

1,1,2,1,1,1,2,2,1,2,1,1,2,1,1,2, ...

Az els6 lemma azt mondja, hogy hosszi tavon az 1-esek, azaz az
es6s napok aranya x; = 0.625.

A masodik lemma azt mondja, hogy az atlagos |épésszam két 1-es
kdzott (vagyis az, hogy atlagosan hany naponta esik)

11
Z_0.625_1'6'



Ergodtétel

Tétel. (Ergodtétel)

Jeldlje egy Markov-lanc realizacigjat (az allapotok sorozatat)
Xy, Xa, ...

Ha a Markov-lanc irreducibilis, akkor barmilyen, az allapotokon
adott f fiiggvényre

F(X1) + -+ F(Xn)

e " = Fal?),
ahol
Es(f) = xaf(1) + - - 4+ xf (k),
ahol

Vst = (X1 ... Xk )



Példa

Londonban egy fagyiarus egy es6s napon atlagosan 120 font
értékben ad el fagyit, de egy napos napon atlagosan 800 font
értékben. Mennyi a hosszi tavi atlagos napi bevétele a fagyibél?

Az allapotok ismét 1: es6s és 2: napos. Legyen az f fliggvény
f(1) = 120, f(2) = 800.

Ekkor az ergodtétel pont azt mondja, hogy a hosszl tava atlagos
napi bevétel a fagyibél

Egi(f) = x1f(1) + xf(2) = 0.625 - 120 + 0.375 - 800 = 375

(font per nap).



Sziiletési-halalozasi folyamat

Megvizsgaljuk Markov-lancok egy osztalyat, amiknek specialis
szerkezete van. Ha a Markov-lanc allapotai 0,1,2..., és atmenetek
csak legfeljebb 1 tavolsagra lévs allapotok kozott torténhetnek,
akkor ez egy sziiletési-halalozasi folyamat.

Az allapotok szama lehet véges vagy végtelen. Altalaban p; jeldli az
i — i+ 1 atmenet val6sziniiségét, q; az i — i — 1 atmenet
valdszinliségét és r; az i — | atmenet valdszinliségét.



Sziiletési-halalozasi folyamat

Ha p; > 0, g; > 0Vi, akkor a sziiletési-halalozasi folyamat
irreducibilis; ha véges allapotterdi, akkor a Perron-Frobenius tétel
szerint vy létezik és egyértelmd, és v(t) — vg amint t — oo
tetszéleges v(0) esetén.

Ha az allapottér végtelen, akkor a helyzet nem ilyen egyszerd.
llyenkor elérdulhat, hogy vy nem is létezik.

Viszont a kdvetkezd tétel minden sziiletési-halalozasi folyamatra
teljesil.

Tétel. (Dinamikus egyensuly egyenletek)

Barmely (véges vagy végtelen éllapotterii) sziiletési-halalozasi
folyamatra, ha (xo x1 x2 ...) staciondrius eloszlds, akkor

XiPi = Xi+14qi41-



Sziiletési-halalozasi folyamat

Biz. Az i és i+ 1 allapotok kozotti hatarvonalat csak az i — 741
és az i +1 — | atmenetek lépik at. Stacionéarius eloszlas esetén
ezeknek a hossz(tavi gyakorisiga meg kell, hogy egyezzen. A balrdl
jobbra atlépés gyakorisaga x;p;, a jobbrdl balra atlépés gyakorisaga
Xi+14Gi+1-

Végtelen sor esetén szamitsuk ki a stacionarius eloszlast a
dinamikus egyensily egyenletekbdl.

_ Pi
Xj+1 = — * X,

gi+1
tehat
__Po _P1_ pop1
X1 = —Xo, Xp = —X1 = ——Xo
qi az qi1qz
stb. Altalaban .
n_ .
Xp = 71_[[:0 Pi Xg.

H?:l qi



Sziiletési-halalozasi folyamat

Végiil behelyettesitve xg + x; + - -+ = 1-be:
1
X0 = n—1
0o H,’:o Pi
1+ 2”71 [T i

Ha a nevez&ben szerepl sordsszeg véges, akkor megkaptuk xp-t, és
onnan a teljes stacionéarius eloszlast. llyenkor a stacionarius eloszlas
egyértelmi.

Ha a nevezében szerepl§ sordsszeg végtelen, akkor nem |étezik
staciondrius eloszlds. Szemléletes magyarazat: ha a p;-k (felfelé
lépés valoszinliségei) tal nagyok a g;-khez (lefelé lépés
valészintiségeihez) képest, akkor a Markov-lanc hosszii tavon egyre
feljebb fog menni, és az eloszlasa nem konvergal.

Picit bévebben erre még visszatériink a folytonos idejii
Markov-lancoknal.



Bolyongas iranyitatlan grafon

Egy masik specialis osztalyt is megvizsgalunk. Legyen adott egy n
cslest iranyitatlan graf. A Markov-lanc a csticsokon bolyong agy,
hogy mindig az aktudlis csiics szomszédai koziil egyenletesen
valaszt egyet, és az lesz a kdvetkezd allapot.

Tétel.
A v = (x1, ..., Xn) staciondrius eloszlds a fokszamokkal aranyos,

azaz
d;

> d
ahol dv,d>, ..., d, a graf fokszamai.

Xj =

Biz. Ellen&rizni kell a stacionarius eloszlas definiciéjat:

d 1 d;
VL VI SR Tt

jij és i szomszédos




Osszefoglalas

» Mindig van legalabb egy vg.

» Ha a Markov-lanc irreducibilis, akkor vs; = (x1 ... xk)
egyértelmi és x; > 0Vi.

» Egy reducibilis Markov-lanc el6bb-utébb mindig egy rekurrens
osztalyban két ki, ami egy mini irreducibilis Markov-lancnak is
tekinthetd.

> lrreducibilis, aperiodikus Markov-lancra v, — vy gyorsan.

» Irreducibilis, periodikus Markov-lancra v, periodikusan
kozelithets vy, megfelelS periodicitasi osztalyra vett feltételes
eloszlasaval.

» Irreducibilis Markov-lanc hosszii tavon i-ben az id6 x; részét
tolti az i allapotban, és az i-be vald visszatérések kdzott eltelt
atlagos lépésszam Xl

» Ergodtétel: egy fiiggvény hosszi tavi idéatlaga Eg(f), f-nek
a stacionarius eloszlas szerinti varhaté értéke.



