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Folytonos ideji Markov-lancok

A (diszkrét idejti) Markov-lanc olyan rendszereket modellez, ahol a
valtozas szabalyos id6kézonként térténik (naponta, havonta stb.)
Sok valés helyzetben a valtozas barmikor bekdvetkezhet.

Folytonos ideji Markov-lancokat szeretnénk definialni, ahol a

valtozas barmikor bekdvetkezhet, de a rendszer egyébként

hasonléan viselkedik a diszkrét idejii Markov-lancokhoz.

A folytonos idejii Markov-lancok tobbféleképpen is bevezethet&ek:

(1) Diszkrét idejii Markov-lancbdl indulunk ki, és randomizaljuk a
varakozasi id6t az atmenetek kozott.

(2) Diszkrét idejii Markov-lancbél indulunk ki, és a diszkrét
id6egységgel 0-hoz tartunk.

(3) Absztrakt félcsoportos definiciéval.

Mi az (1)-est fogjuk csinalni, de végeredményben mindharom
ekvivalens és ugyanazt a folyamatot definialja.



Kiindulasi pont: Markov-lancok

A kiindulasi pont egy diszkrét idejii Markov-lanc (DTMC, discrete
time Markov chain). Ahelyett, hogy a kdvetkez8 valtozas 1
id6egység mulva torténne, randomizéljuk a jelenlegi allapotban
eltoltott id6t. Legyen ez az id6 T; mi lehet T eloszlasa?

A kulcs a Markov-tulajdonsag, azaz hogy a jov6 csak a jelenlegi
allapottdl fiigg, a malttél nem. Ezt tovabbra is szeretnénk
megdrizni, viszont ebbe most az is beletartozik, hogy mennyi ideje
van a Markov-lanc a jelenlegi allapotban.

Ez az an. memdériamentes tulajdonsdg. Formalisan tgy irhaté fel,

hogy
P(T <t+s|T>t)=P(T <s) Vs, t >0,

vagy, ezzel ekvivalensen,

P(T >t+s|T>t)=P(T >s) Vs, t > 0.



Memodriamentes tulajdonsag

Tétel.

(a) Az exponenciélis eloszlas memdriamentes. Azaz ha
T ~ EXP(\) valamely A > 0-ra, akkor

P(T>t+s|T>t)=P(T >5s) Vs, t > 0.

(b) Az exponencialis eloszlds az egyetlen memdriamentes folytonos
eloszlas. Azaz ha

P(T>t+s|T>t)=PT >s) Vs, t >0

teljesiil egy folytonos T valdsziniiségi valtozora, akkor
T ~ EXP()\) valamely X\ > 0-ra.



Biz.
(a) Legyen T ~ EXP(A) valamely A\ > 0. Az eloszlasfiiggvénye

F(x)=P(T <x)=1-—e™,

és igy
P(T > t) =e M,
tovabba
P(T >t+s)
P(T >t T>t)= ——— =
(T>t+slT>0="p7275
ef)\(H»s)

= = e M =P(T > s).



Memodriamentes tulajdonsag

(b) Biz. (vazlat) Ha T-re teljesiil a memdériamentes tulajdonsag,

akkor

P(T >t+s)
W:P(T>s).

Legyen
g(t) =logP(T > t).
Ekkor g(t) kielégiti a Cauchy fiiggvényegyenletet:
g(t+s)=g(t)+g(s) Vt,s>0

valamint folytonos, tehat a megoldasa csak a linearis fliggvény
lehet:
g(t)=-\t, & P(T>t)=e .



Folytonos idejii Markov-lanc megadasa

Osszességében egy folytonos idejii Markov-lanc megadhaté a
kovetkez6 adatok segitségével:

v

allapotok listaja;
P atmenet-valdszinliség matrix;
v(0) kiindulasi allapotvektor;

v v v

A1, ..., Ak > 0 szamok listaja, ahol ezek az egyes allapotokban
eltdltstt exponencialis varakozasi id§ paraméterei.

A fenti informacick alapjan egy folytonos idejii Markov-lancot a
kovetkez6 médon lehet szimulélni.

Ha a Markov-lanc az i allapotban van, generalunk egy
T ~ EXP(\;) valésziniiségi valtozét.

T idé6 eltelte utan a kdvetkezs allapotot véletlenszeriien valasztjuk
ki a P matrix i-edik sora alapjan, fiiggetleniil T-t6l (és altaldban a
malttdl is).

A Markov-lanc atlép az aj allapotba, ezutan a fenti ciklust
ajrakezdjiik egy 0j T generalasaval stb.



Példa

Példa. Legyen egy diszkrét idejii Markov-lancunk 3 allapoton
v(0) = (100) kezd6vektorral és

0 1/3 2/3
P=1|1/5 0 4/5
3/4 0 1/4

atmenet-val6sziniiség matrixszal, és legyenek

A1 =1, =4, \3 = 2. Ekkor a diszkrét idejii Markov-lanc
1,3,1,2,3,1,3,3,1,... realiziciéja a megfelel§ folytonos idejii
Markov-lancra a kévetkezd lesz:

3T —o—o

EXP(2) EXP(2) EXP(2) EXP(2)

S

EXP(1) EXP(1) EXP(1) EXP(1)




Infinitezimalis generator

Az el6z6 konstrukcidt tekintjilk a folytonos idejii Markov-lanc
(CTMC, continuous time Markov chain) definiciéjanak. Teljesiti a
Markov-tulajdonsagot.

Legyen v(t) az eloszlasvektor t id6pontban, vagyis

vi(t) = P(a Markov-lanc az i allapotban van t-kor).
Ezattal t € [0, 00), nemcsak egész értékeket vehet fel az id6.
Tétel.

v(t) = v(0)e®,

ahol a @ matrixot (P — 1)-b&l kapjuk gy, hogy az i-edik sort
megszorozzuk \j-vel minden i-re, és | az identitasmatrix.

@ a folyamat infinitezimalis generatora vagy roviden generatora.



Infinitezimalis generator

Biz. (vazlat) Legyen
pij(t) = P(a MC a j allapotban van t-kor|az i allapotbol indult),

ezeket Osszegydijtjik egy P(t) matrixba. P(t) teljesiti a
Chapman—Kolmogorov egyenleteket (vagy félcsoport egyenleteket):

P(t+s)=P(t)P(s) Vs,t>0

a teljes val6sziniiség tétele miatt. Ennek megoldasa

d
_ aQt _
P(t)—e ahol Q—ap(t)’t:o

Veégiil %P(t)’tzo kiszamitasa pont a tételben definialt Q matrixot
adja.



Példa

Az el6z6 példaban
0 1/3 2/3
P=1|1/5 0 4/5|,
3/ 0 1/4
és A\y = 1, \» = 4, A3 = 2, ahonnan
~1 1/3 2/3
P—I=]|1/5 -1 4/5
3/4 0 —3/4
és
~1 1/3 2/3
Q=1|4/5 -4 16/5 |.
3/2 0 =3)2



@ tulajdonsagai

A kovetkezg tulajdonsagok teljesiilnek a generatorra:
> @ atlés elemei negativak vagy 0-k;
> a f6atlon kiviili elemek nemnegativak, és
> a sorbsszegek 0-k.

A fenti tulajdonsagok elegendéek is, tehat barmely @ matrix, ami
teljesiti a fenti tulajdonsagokat, alkalmas generatornak.

Egy A matrixra e kiszamithaté vagy hatvanysor alakban:
o0
An
A_ -
€ = Z n’
n=0
vagy Jordan-normalalakbol.

Lesznek majd egyszeriien kiszamithaté kozelitések is e@t-re.



Ora és kocka

A folytonos idejii Markov-lanc konstrukciéjaban el6szor az egy
allapotban eltdltott véletlen idét generaljuk le, majd ha az eltelt,
akkor valasztjuk ki a kdvetkez& allapotot véletlenszeriien.

Erre ,6ra és kocka” interpretacioként hivatkozunk, mert
gondolhatunk ra agy, hogy el6szor felhizunk egy vekkert, ami
véletlen EXP();) id6 utan csorég, majd amikor csordg, guritunk egy
dobdkockaval a kovetkezé allapot kisorsolasahoz.

Megnéziink egy masik, de ezzel ekvivalens értelmezést.



Verseng6 6rak

Lemma
Legyenek Xi, ..., Xy fiiggetlenek, X; ~ EXP(u;) és

Y = min(Xl, e ,Xk).
Ekkor Y ~ EXP(p1 + -+ -+ 1) és

P(Y =X;)= —H
pa ek

Nem biz. (De k = 2-re egyszerii szamolas és onnan teljes
indukciéval adédik altalanos k-ra.)



Verseng6 6rak

A korabbi példara:

-1 1/3 2/3
Q=1|4/5 —4 16/5 |,
3/2 0 —3/2

és legyen mondjuk a Markov-lanc épp a 2-es allapotban.

A 2-es allapotbél a Markov-lanc atléphet az 1-es vagy 3-as
allapotba. Ezlttal 2 vekkert hazunk fel, egyet-egyet a lehetséges
atmenetekhez: T,_,; ~ EXP(4/5) és Tr_,3 ~ EXP(16/5), és
legyenek fiiggetlenek.

Az 6rak versenyeznek: amelyik el6szor csorog, az az atmenet
torténik meg (és a masik nem).



Verseng6 6rak
Mit mond errél a konstrukciérél a lemma?

A kovetkezs atmenet ideje
T =min(T251, T2—3).

A lemma szerint T ~ EXP(16/5 + 4/5), aminek a paramétere
éppen Ay = 4.

Tovabba
4/5
AT = Toon) = g5 ags — /%
16/5
PT =To3) = 751675 = /5

ami dsszhangban van P masodik soraval:
0 1/3 2/3
P=1|1/5 0 4/5
3/4 0 1/4



Verseng6 6rak

A fenti ,verseng6 orak” interpretacié ekvivalens az 6ra és kocka
interpretaciéval. Ez altalaban minden folytonos idejii Markov-lancra
is igaz, azaz barmelyik értelmezés hasznalhaté.

Példa: nézziik egy boltban a vasarlok szaméat a sorban. Ha éppen
2-en allnak sorba, akkor a kdvetkez8 dtmenet utdn vagy 1, vagy 3
vasarl6 lesz a sorban, attdl fiiggéen, hogy

> a sor elején allé vasarlét szolgaljak ki hamarabb, vagy

> egy (j vasarl6 all be a sor végére hamarabb.
A sorhossz +1-gyel vagy —1-gyel valtozik, attdl fliggden, melyik
kovetkezik be elébb, igy itt természetes médon megjelenik a
kétfajta valtozas, amik Ggymond egymassal versenyeznek.

Ez az interpretacio sok valds helyzetben természetes: a rendszer
valtozasai sokféle verseng6 hatas eredménye.



Atmenet ratak

Vegyiik megint a

-1 1/3 2/3
Q=1|4/5 —4 16/5
3/2 0 —3/2

példat. A fgatlén kivili elemek az dtmenet ratak. (Emiatt Q-t
hivjak ratamatrixnak is.)

Ha példaul a Markov-lanc a 2-es allapotban van, akkor a kdvetkezd
2 — 1 atmenetig sziikséges id6 eloszlasa EXP(4/5), és a kovetkezd
2 — 3 atmenetig sziikséges id8 eloszlasa EXP(16/5).

A fgatlébeli negativ elemek a kimené ratik az egyes allapotokbdl
(— el&jellel), tehat példaul a 2-es allapotban annak a rataja, hogy
torténik barmilyen atmenet, 4 = 4/5 + 16/5.

Egy atmenet utan a Markov-lanc egy 0] allapotban van, az (j
allapotnak megfelel§ lehetséges célallapotokkal és atmenet ratakkal.



Példa

Egy kis pénzvalt6 irodaba atlagosan 5 percenként jon egy lgyfél.
Egy ligyfél atlagos kiszolgalasi ideje 2 perc. Az éppen kiszolgalas
alatt all6 tgyfélen kiviil legfeljebb 1 masik tigyfél tarté6zkodhat az
irodaban; ha egy lgyfél olyankor érkezik, amikor az iroda tele van,
akkor tovabbmegy és nem tér vissza (pl. atmegy egy masik
pénzvaltéhoz).

Modellezziik a fenti helyzetet folytonos idejii Markov-lanccal! Az
allapotok 0, 1, 2 aszerint, hogy hany iigyfél van bent.

Ahhoz, hogy a folyamat (folytonos ideji) Markov-lanc legyen, arra
van sziikségiink, hogy az egyes allapotokban eltdlt6tt idSk
exponencialis eloszlastiak és fiiggetlenek legyenek.

Jogos-e feltenni, hogy az érkezési id6kozok exponencialis
eloszlasuak? Altalaban, ha az érkezések sok kiilsnb&zs forrasbél
torténnek, melyek mindegyikének a kontribicidja kicsi, akkor ez egy
jogos feltevés. (Err6l bévebben lasd: Poisson-pontfolyamat.)



Példa

A kiszolgalasrdl annyit tudunk, hogy az atlagos kiszolgalasi idg 2
perc. Tegyiik fel, hogy a kiszolgalasi idé exponencialis eloszlasi!
Ekkor, hogy a varhaté érték valéban 2 perc legyen, az exponenciilis
eloszlas paramétere 0.5 kell legyen.

Es ez a feltevés jogos-e? Nem tudjuk. Azonban a
Markov-tulajdonsag teljesiiléséhez sziikséges, hogy a varakozasi id6
exponencialis eloszlast legyen, tehat ha nincs tobb informéacio
megadva, akkor akar fel is tehetjiik.



Példa

Tehat a tovabbiakban feltessziik, hogy az érkezési id6koz és a
kiszolgalasi id6 exponencialis eloszlasi, és akkor a folyamat tényleg
Markov-lanc. Irjuk fel a @ matrixot!

Az érkezéseknek megfelel6 atmenetek 0 — 1 és 1 — 2, ezek ratéja
0.2.

A kiszolgalasnak megfelel6 atmenetek 1 — 0 és 2 — 1, ezek rataja
0.5.

0 — 2 és 2 — 0 atmenetek nem lehetségesek, folytonos idében nem
érkezik 2 ligyfél pontosan egyszerre.

Az atlés elemeket irjuk be utoljara gy, hogy a sordsszegek 0-k
legyenek. Osszességében a generator

—-0.2 0.2 0
Q= 05 —07 0.2
0 05 —05



Szerkezet és stacionarius eloszlas

Az irreducibilitast folytonos idejii Markov-lancokra ugyanigy
definialjuk, mint diszkrét idejii Markov-lancokra.

Az egyszeriiség kedvéért ebben a kurzusban csak irreducibilis
folytonos idejii Markov-lancokkal foglalkozunk.

Periodicitas folytonos idejii Markov-lancokra nincs; ha gy tetszik,
minden folytonos idejii Markov-lanc automatikusan aperiodikus.

A stacionarius eloszlas definiciéja picit eltér a diszkrét idejii esettél:
Vst = (X1 ... Xxk) stacionarius, ha

X+ =1,
VStQ:()a

ahol 0 a konstans 0 vektort jeldli.

v(0) = vt = v(t) = vt Vit >0.



Tetel. (F6 tétel)

(a) Barmely (véges allapotterii) folytonos ideji Markov-lancra
létezik legalabb egy vi.

(b) Ha a Markov-lanc irreducibilis, akkor vy, egyértelmi, az elemei
szigorian pozitivak, és

Jim 46 = v

tetsz6leges v(0) kezdeti vektor esetén.

(c) Ha a Markov-lanc irreducibilis, akkor hosszii tdvon az id6 x;
részét télti az i allapotban, ahol vy = (x1 ... Xk).



Példa

lim¢_oo v(t) = vt konvergenciasebessége gyors, hasonldan a
diszkrét idejli esethez. A korabbi példara

-1 1/3 2/3
Q=|4/5 —4 16/5
3/2 0 —3/2

ésvo= (1 0 0),esetén v(t) (a 3 szines fiiggvény) és vy
(sziirke vizszintes vonalak) alakulasa:

1.0

0.8

va(t)
06

0.4 v3(t)

0.2
va(t)
0.0¥



Kozelitések e@t-re
A 6 tétel alapjan a hossza tavi kozelités e@t-re

Vst

e & : ha t nagy.

A rovid tavi kozelités
e~ |+ tQ ha t kicsi.

(Ez tulajdonképpen az e* fiiggvény elsérendii kozelitése.)
A rovid tavi kozelitésnek van egy érdekes értelmezése: ha t kicsi,
akkor t id6 alatt lehet

> 0 atmenet 1-hez kozeli valésziniiséggel;

> 1 atmenet t-vel aranyos valdsziniiséggel, és

> 2 vagy t6bb dtmenet valdsziniisége ezekhez képest
elhanyagolhaté.



Hossz( tava viselkedés

Tétel. (Ergodtétel)

Ha egy irreducibilis Markov-lanc konkrét realizicidjat
X(t), t>0

Jeléli, akkor tetszéleges f, allapotokon értelmezett fiiggvényre

T fx(e)ar
Jim T = Ealf),
ahol
Est(f) = xlf(l) + -+ xkf(k),
ahol

Vst:(Xl ...Xk).



Beagyazott Markov-lanc

Egy folytonos idejii Markov-lanc beagyazott Markov-lanca a
meglatogatott allapotok sorozata, ami egy diszkrét idejii
Markov-lanc.

A korabbi példara a

realizaciénak megfelelé beagyazott Markov-lanc realizacié

1,3,1,2,3,1,3,1,...



Beagyazott Markov-lanc

Szamitsuk ki a beagyazott Markov-lanc P atmenet-valészinliség
matrixat. A példaban

-1 1/3 2/3
Q=1 4/5 —4 16/5
3/2 0 —3/2

Az 1-es allapotbdl a lehetséges atmenetek 1 —+ 2 és 1 — 3, és

1
P(a kovetkezd allapot 2|a jelenlegi allapot 1) = 1/31{32/3 =1/3,
P(a kovetkezd allapot 3|a jelenlegi allapot 1) = _ 28 2/3
P Jeleiest afabot 1 = 3 o3 T

Ez alapjan P’ elsé sora

[0 1/3 2/3].



Beagyazott Markov-lanc

P’ masodik sorahoz

4/5
P(a kovetkez6 allapot 1|a jelenlegi allapot 2) = 4/5+/16/5 =1/5,
P(a kovetkezs allapot 3|a jelenlegi allapot 2) 16/ 4/5
vetkez =/ =4/5.
P Jelenicet atiab 4/5 +16/5

(A 4/5+ 16/5 nevezd egyébként pont megegyezik |g2o| = 4-gyel,
mivel @ minden soranak &sszege 0.)

A fenti szamitasok dsszefoglalva: P’-t Ggy kapjuk, hogy elészor Q
i-edik sorat leosztjuk |g;i|-vel minden i-re, majd hozzaadjuk az /
identitdsmatrixot. A végeredmény

0 1/3 2/3
PP=|1/5 0 4/5
1 0 0



Beagyazott Markov-lanc

A fenti szamitas |ényegében a korabbi P — P — | — @ atalakitas
megforditasa. Vajon tényleg vissza is kapjuk az eredeti P matrixot?

0 1/3 2/3 0 1/3 2/3
PP=11/5 0 4/5 P=11/5 0 4/5
1 0 0 3/4 0 1/4

Nem pont ugyanaz a matrix! Az els6 két sor ugyanaz, de a
harmadik eltérd.

Ennek oka, hogy az eredeti Markov-lanchan a 3 — 3 atmenetnek
pozitiv a valdsziniisége. A bedgyazott Markov-lancra viszont a
kovetkezg allapot mindig az, ami ténylegesen eltér az aktualis
allapottdl. Emiatt ami eredetileg egy allapotban eltdltott tobb
lépés, az a beagyazott Markov-lancban egyetlen lépésként jelenik
meg.



Beagyazott Markov-lanc

Tehat ha az eredeti P atmenet-valdsziniiseg matrixa Markov-lanc
realizacigja
1,3,1,2,3,1,3,3,1,...,

és a @ generatora folytonos ideji Markov-lanc realizaciéja

37 EXP(2) EXP(2) EXP(2) EXP(2)
2 T —e

EXP(4)
! EXP(1) EXP(1) EXP(1) EXP(1)

1,3,1,2,3,1,3,1,...



Stacionarius és beagyazott stacionarius eloszlas

Legyen vgy = (x1 x2 ... xk) a Q generatord CTMC stacionarius
eloszlasa, és legyen usy = (y1y2 ... yk) a P’ atmenet-valdsziniiség
matrix(l beadgyazott Markov-lanc stacionarius eloszlasa. Jeldljik
tovabba A\; = |gji|-vel a kimend& ratakat. Ekkor

Lemma

Yi/Ai Xi\j

Xi= —="——— Vi =
ijj/)‘j ijj/\j



Stacionarius és beagyazott stacionarius eloszlas

Biz. y; az i allapotban eltdltott intervallumok szdmanak ardnya az
osszes intervallumon beliil. Viszont az intervallumok nem egyforma
hosszlak.

x; az i allapotban eltdltdtt idd ardnya a teljes id6hdz képest. Az
intervallum darabszdmanak aranyahoz képest ezt még silyozni kell
az intervallumok hosszaval is. Az i allapotban eltdltott id6 atlagos
hossza 1/;, ahonnan

= Yi/Ai .
ijj/)‘j

(A nevezd csak normalizalas.) A lemma masik képlete ekvivalens.



Markov-sor

Megvizsgaljuk Markov-lancok egy osztalyat, aminek specialis
szerkezete van. Ha a Markov-lanc allapotai 0,1,2..., és atmenetek
csak szomszédos allapotok kézott tdrténhetnek, akkor ez egy
folytonos idejii sziiletési-haldlozasi folyamat vagy Markov-sor.

Az allapotok szama lehet véges vagy végtelen. Altalaban \; jeldli az
i — i+ 1 atmenet ratajat és pu; az i — i — 1 atmenet ratajat.



Markov-sor

Sziiletési-halalozasi folyamatnak azért hivjuk, mert hasznalhaté
populacié valtozas modellezésére. llyenkor a felfelé torténd atmenet

megfelel egy sziiletésnek, és a lefelé torténd atmenet egy
haldlozasnak a populéacién beliil.

Markov-sornak azért szokas hivni, mert sorhossz valtozas
modellezésére is hasznalhaté (lasd a maltkori példat a
pénzvaltéval). llyenkor egy +1-es dtmenet megfelel egy 0]
lgyfél/igény érkezésének, mig egy —1-es atmenet megfelel egy
kiszolgalasnak.

Azért Markov, mert ha a kiszolgalasi id6 és az érkezési id6kdz
mindkettd exponencialis eloszlast, akkor ez egy folytonos ideji
Markov-lanc.



Markov-sor

Minden Markov-sor irreducibilis; ha véges allapotterd, akkor a f6
tétel szerint vy létezik és egyértelmd, és v(t) — vg amint t — oo
tetszéleges v(0) esetén.

A dinamikus egyensily egyenletek itt is teljesiilnek (véges vagy
végtelen allapottér esetén is), a kdvetkez8 formaban.

Tétel. (Dinamikus egyensuly egyenletek)

Barmely (véges vagy végtelen allapotterii) Markov-sorra, ha
(xo x1 x2 ... ) stacionarius eloszlas, akkor

Xi\j = Xiy1fbi41-



Markov-sor

Els6 biz. (vazlat) Kdzvetleniil levezethets a
vt Q =0

egyenletrendszerbdl atrendezéssel. (Hazi feladat meggondolni.)

Masodik biz. Az i és i + 1 kozotti hatarvonalat csak az i — 7+ 1
és az i + 1 — i dtmenetek Iépik at. Stacionarius eloszlas esetén
ezeknek a rataja meg kell, hogy egyezzen.

Az i — i+ 1 atlépés rataja \;, de csak akkor, ha a folyamat i-ben
van. A folyamat az id6 x; részében tartézkodik az i allapotban, igy

hossz( tavon az i — i + 1 atlépések siirlisége (rataja) x;\;;
hasonléan az i + 1 — i atlépések siiriisége x; 111, és hosszi

tavon ez a két siirliseg megegyezik.



Markov-sor

1T




M/M/1/K sor

A Markov-sorokon beliil egy specialis osztadly az M/M/1/K sor. Ez
egy olyan szervert modellez, amihez tartozik egy K kapacitasu
buffer (ami K kiszolgalandé igényt képes tarolni, beleértve az éppen
kiszolgalas alatt all6t is). A szerver mindig az els igény
kiszolgalasat végzi, amig a tébbi igény varakozik. Amikor a szerver
végez az els6 igény kiszolgalasaval, az kiiiriil a rendszerbél és a
szerver azonnal elkezdi a kdvetkez§ igény kiszolgalasat. Az Gjonnan
érkez8 igényok a sor végére keriilnek. Ha a sor tele van, az érkez§
igények elvesznek.

Az érkezési rata A, a kiszolgalasi rata p.



M/M/1/K sor

Gyakran abrazoljak igy:

I — 00—

Az M/M/1/K jelolésben az els6 M a markovi érkezésre utal, a
masodik M a markovi kiszolgélasra, az 1 a szerverek szdma és K a
buffer mérete. Ez az Gn. Kendall-féle jeldlés.



M/M/1 sor
Az M/M/1 sor annyiban kiilonbozik az M/M/1/K sortél, hogy a
buffer mérete végtelen.

— oo/ —-n

Szamitsuk ki M/M/1 sorra a vst = (xp X1 ... ) stacionarius
eloszlast. A dinamikus egyensily egyenletekbél

tehat

stb. Altalaban



M/M/1 sor

Még sziikségiink van xq értékére. Tudjuk, hogy

(o) )\ n
:XO+X1+X2‘|‘"':XOZ(> .
n=0 H

Ha % < 1, a szumma véges:
S ()
pr VL 1-X/p

és a dinamikus egyensily egyenletek megoldasa

w=(3) - a-vm,

llyenkor azt mondjuk, hogy a sor stabil; vy egyértelmien létezik, és
v(t) = v amint t — oo is teljesiil tetszéleges v(0) esetén.
(Utébbit nem biz.)



M/M/1 sor

Azonban ha % > 1, akkor

(3
-] =o0.
n=0 K
Ebben az esetben xg értéke é = 0 lenne, de akkor
0=xg=x1 =..., tehat xg + xy + --- = 1 nem teljesiil.

Osszességében a \ > 11 esetben a dinamikus egyensily
egyenleteknek nincs megoldasa, és nem létezik stacionérius eloszlas.

Intuitivan a kdvetkezd torténik: ha A > pu, az érkezési rata nagyobb,
mint a kiszolgélasi rata, és hossz( tavon az igények egyre csak
gyililnek a sorban, és a sorhossz tart a végtelenhez, azaz nem
konvergal semmilyen (stacionarius) eloszlashoz.



M/M/1 sor

> A % < 1 eset a stabil M/M/1 sor. Lényegében gy viselkedik,
mint a véges allapotter( irreducibilis Markov-lancok, azaz v
egyértelmiien létezik és v(t) — vy is teljesil.

» A 2 =1 eset a kritikus M/M/1 sor. llyenkor vy nem létezik,
és a sorhossz felfelé vagy lefelé is valtozhat véletlenszeriien.
(Egyébként a sor minden allapotot végtelen sokszor
meglatogat; minden &llapot null-rekurrens.)

> A %t > 1 eset az instabil sor. llyenkor vg; nem létezik, és a
sorhossz hossz( tavon végtelenhez tart.

p=—
W

arany a sor terhelése; a stabilitas feltétele az M/M/1 sorra tehat
p <L



Stabilitas feltétele

Olyan végtelen allapotterdi Markov-sornal, amikor \; és u; nem
konstans, a stabilitas feltétele

M/M/c és M/M/c/K az M/M/1-hez és M/M/1/K-hoz hasonlé
sorokat jeldlnek, csak 1 helyett ¢ darab szerverrel, amelyek
mindegyikének a kiszolgalasi rataja . Minden szerver mindig egy
igényen dolgozik (amig a buffer ki nem Uriil), és kiszolgalas utan
egybdl elkezdi a kovetkezét kiszolgalni. Az M/M/c sorra a

stabilitas feltétele
A
— <1,
cp

ahol \ az érkezési rata és i egy szerver kiszolgalasi rataja.



Varakozasi id8

Sorbanallasi problémaknal egy fontos jellemz8 a varakozasi id6 vagy
rendszerben téltétt idS, ami a sorba valé beérkezés pillanatatél a
kiszolgalas végéig eltelt id6. Ez altalaban véletlenszer(; érdekes a
teljes eloszlasa is (jon is kés6bb), de ha egyetlen szammal kell
jellemezni, akkor az altalaban a varhaté értéke.

Az eddig targyaltak (pl. a sorhossz stacionarius eloszlasa) az
atlagos varakozasi id6rél kézvetleniil nem adnak informaciét.
Szerencsére van az atlagos varakozasi id6re egy egyszerii formula.



Little-formula

Tétel. (Little-formula)

L =)W,

ahol
» W az atlagos varakozasi id értéke.

> ). az effektiv érkezési rata; véges allapottér esetén a teli buffer
miatt elveszett érkezések nem szamitanak bele \.-be.

> L az dtlagos sorhossz. Ez a staciondrius eloszlasbdl kénnyen
megkaphaté az ergodtétel révén:

L=0-x9+1-x1+2-x+...



Little-formula

Biz. (vazlat) Abrazoljuk az igényeket a kdvetkezé médon (az
érkezés ideje szerint rendezve):

customer 8

customer 1 )
time

T

|
customer 1 arrives :
|

customer 1 finishes



Little-formula

Nagy T esetén a téglalapok szama T-ig A T + o(T) a NSzT
alapjan, egy téglalap teriilete pedig atlagosan W, tehat a kék
teriilet Gsszesen B = A\ TW 4 o(T).



Little-formula

Masrészt a kék teriiletet T-vel osztva éppen az atlagos sorhosszt

kapjuk meg: 5 LTw
L = — = € =
T T

AeW.



Little-formula

Megjegyzések.
Véges Markov-sorra A kiszamithaté a stacionarius eloszlasbol:

Ae = AoXo + A1xt + - -+ + Ak Xk,

specialisan ha az érkezési rata konstans A, akkor ez a kdvetkezé
alakban is irhaté:
Ae = )\(1 - XK).

Végtelen, stabil sorra pedig, ha az érkezési rata konstans ), akkor

Ae = A



Little-formula

Mi most Markov-sorokra mondtuk ki, de a Little-formula
gyakorlatilag tetszéleges sorbanallasi rendszerre teljesiil, példaul a
kovetkezs esetekben:

> ha példaul az érkezési id6koz vagy a kiszolgalasi id6 nem
exponencialis eloszlasa (ilyenkor a sor nem is Markov-lanc);

» ha a rendszer nem beérkezési sorrendben szolgalja ki az
igényeket;

> ha tébb sorbél all a rendszer (s6t, ilyenkor igaz kiilon-kiilon az
egyes sorokra és globalisan az egész rendszerre is).

Viszont a Little-formula csak az &sszes beérkezd igényre kiatlagolt
varakozasi id6t szamitja ki. Részletesebb informacichoz (pl. az
atlagos varakozasi id6 a beérkezéskori sorhossz fiiggvényében)
részletesebb szamitasokra van sziikség.



Kitérs: dregedd és fiatalodé eloszlasok

Az exponencialis eloszlas memériamentes/6rokifja:
P(T >t+s|T>t)=P(T >s) Vs, t >0,

de a valésagban van sok relevans eloszlas, amik nem ilyenek. Azt
mondjuk, hogy egy eloszlas dregedd, ha

P(T>t+s|T>t)<P(T>s) Vs t>0,
és fiatalodo, ha
P(T>t+s|T>t)>P(T>s) Vs t>0.

(Vannak olyan eloszlasok, amikre a fentiek egyike sem igaz.)



Kitérs: dregedd és fiatalodé eloszlasok

Oregeds eloszlas példaul az emberek hatralévs életkora. Ha egy
sorban a kiszolgalasi id6 exponencialis helyett &regedé eloszlasi, az
annak felel meg, hogy a kiszolgalas 'halad el6re’, egyre kdzelebb
keriil a célhoz.

A fiatalodé eloszlasra példa: sztalingradi dezertér.

llletve egy sorban ha a kiszolgalas kiilon jelzés nélkiil 'megakadhat’,
és onnan nagyon sok/végtelen ideig tartana, az is fiatalodé eloszlas:
ahogy telik az id§ kiszolgalas nélkiil, egyre nagyobb a valdsziniisége,
hogy a kiszolgélas megakadt.

A Little-formula olyan esetekben sériilhet, ha egy részben elvégzett
munka /kiszolgalas “elveszhet”, pl. valamilyen okbél egy igény
kiszolgalasa Gjrakezdédik. Fontos: ez csak nem-markovi kiszolgalas
esetén fordulhat el8, markovi (exponencialis) kiszolgélasi id6 esetén
a Little-formula mindig teljesiil. Ha a kiszolgalasi id6 oregedd
eloszlasa, akkor altalaban rossz Gtlet ajrainditani, ha viszont
fiatalodé, akkor az Gjrainditassal jobban jarunk.



Kitekintés: egyéb sorok

Az M/G/1 sorban a kiszolgalasi id6 nem exponencialis eloszlasu.
llyenkor a sor nem Markov-lanc, és masfajta eszkozokkel lehet
elemezni. A G az altalanos (general) eloszlast jeldli.

G/M/1 egy olyan sort jeldl, ahol az érkezési id6koz nem
exponencialis eloszlasi. Ez sem Markov-lanc.

A G/G/1 sorban az érkezési id6koz és a kiszolgalasi id6 is altalanos
eloszlasu.



