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Markov-sorok, M/M/1 és M/M/1/K sor

Emlékeztets: Markov-sor.

Azon beliil M/M/1 és M/M/1/K sorok: 1 szerver, FIFO (érkezési
sorrend szerinti) kiszolgalas.




M/M/c és M/M/c/K sor
Tovabbi érdekes sorok.
Az M/M/c sorban c szerver van és végtelen buffer:

Az M/M/c/K sorban pedig véges, K hossza buffer:




Varakozasi id8

Egy kiszolgalé sor teljesitményét altalaban az iigyfelek/igények
szemsz6gébdl mérjik.

Ennek megfeleléen sorbanallasi problémaknal a tipikusan hasznalt
teljesitményjellemzd a kiszolgaldsi id6 vagy rendszerben téltétt idd,
ami egy igénynek a sorba valé beérkezés pillanatatdl a kiszolgalas
végeéig eltelt id6. Ez altalaban véletlenszerd; érdekes a teljes
eloszlasa is, de ha egyetlen szammal kell jellemezni, akkor az
altalaban a varhaté értéke.

Ezt altalaban stacionarius rendszerekre vizsgéljuk (azaz feltessziik,
hogy a rendszer hosszi ideje fut).

A korabban targyaltak (pl. a sorhossz stacionarius eloszlasa) az
atlagos varakozasi id6rél kézvetleniil nem adnak informaciét.
Szerencsére az 4tlagos varakozasi idére van egy egyszer( képlet.



Little-formula

Tétel. (Little-formula)

L=AW,
ahol

» W az atlagos varakozasi idé értéke.

> ). az effektiv érkezési rata (véges buffer esetén a teli buffer
miatt elveszett érkezések nem szamitanak bele),

> L az atlagos sorhossz.



Little-formula

Biz. (vazlat) Abrazoljuk az igényeket a kdvetkezé médon (az
érkezés ideje szerint rendezve):

customer 8

customer 1 )
time

T

|
customer 1 arrives :
|

customer 1 finishes



Little-formula

Nagy T esetén a téglalapok szama T-ig A T + o(T) a NSzT
alapjan, egy téglalap teriilete pedig atlagosan W, tehat a kék
teriilet Gsszesen B = A\ TW 4 o(T).



Little-formula

Masrészt a kék teriiletet T-vel osztva éppen az atlagos sorhosszt

kapjuk meg: 5 LTw
L = — = € =
T T

AeW.



Little-formula

Megjegyzések. Véges allapottér esetén a teli buffer miatt elveszett
érkezések nem szamitanak bele \.-be.

Ae kiszamithat6 a vy = (X0 x1 .. .) stacionérius eloszlasbdl:
Ae = Aoxo + Arxt + -+ + Ak xk,

specialisan ha az érkezési rata konstans )\, akkor ez a kdvetkezé

alakban is irhatd:
Ae = M1 — xk).

Végtelen, stabil sorra pedig, ha az érkezési rata konstans A, akkor
Ae = A\

Az atlagos sorhossz L is megkaphaté a stacionarius eloszlasbél az
ergodtétel révén:

L:0~X0—|—1'X1—|-2-X2—|-...



Little-formula

Mi most Markov-sorokra hasznaljuk, de a Little-formula
gyakorlatilag tetsz6leges sorbanallasi rendszerre teljesiil, példaul a
kovetkez6 esetekben:
> ha példaul az érkezési id6kdz vagy a kiszolgalasi idé nem
exponencialis eloszlasa (ilyenkor a sor nem is Markov-lanc);
> ha a rendszer nem beérkezési sorrendben szolgalja ki az
igényeket;
» ha tobb sorbél all a rendszer (sé6t, ilyenkor igaz kiilon-kiilon az
egyes sorokra és globalisan az egész rendszerre is).
Viszont a Little-formula csak az &sszes beérkezd igényre kiatlagolt
varakozasi id6t szamitja ki. Kévetkezének megnézziik, hogy mi a
helyzet, ha ennél részletesebb informaciéra van sziikség.



Konvolicié
Val6sziniiségszamitas elSkésziiletekkel kezdiink.

Legyenek X és Y nemnegativ folytonos eloszlasi valésziniiségi
valtozok, siirliségfiiggvényeik fx, fy : [0, 00) — [0, 00),
eloszlasfiiggvényeik Fx, Fy : [0,00) — [0, 1].

Tétel.
Legyen Z =X+ Y. Ha X és Y fiiggetlenek, akkor Z
siriiségfiiggvénye
X
200 = [ A y)dy.
0
eloszlasfiiggvénye

Fz(x) = /0 "o (y)fx(x — y)dy = /0 "y () Fx(x — y)dy.

Z eloszlasat ugy hivjuk, hogy X és Y eloszlasanak a konvoliciéja.



Exponencialis eloszlas

Az X ~ EXP(X) (A paraméterii exponencialis) eloszlas
strliségfliggvénye

f(x)=Xxe™  (x>0),
eloszlasfiiggvénye
F(x)=1—e ™ (x >0).

A vérhaté érteke E(X) = 1.



Erlang eloszlas

Ha Xi,..., X, ~ EXP(X) fiiggetlenek, akkor
Y =X+ +X,

eloszlasat Erlang eloszlasnak nevezziik n és \ paraméterekkel
(réviden Y ~ Erlang(n, \)); a siirliségfiiggvénye

)\an—l e—)\x

f(X)_ (n—l)! (XZO)v
eloszlasfiiggvénye
n—1
o Ax)'
Fo=1-e>Y B (o)
i=0

varhat6 értéke E(Y) = £.
Specidlisan Erlang(1,\) = EXP(A).



Geometriai eloszlas és pesszimista geometriai eloszlas

Az, hogy hanyadik fiiggetlen érmedobasra jon ki el8szor fej egy
olyan érmével, aminél p a fej valdsziniisége, geometriai eloszlasa:
N ~ GEO(p) (0 < p < 1):

P(IN=n)=p(1-p)"™ ' n=1,2,...

A pesszimista geometriai eloszlas ugyanez, csak a fej dobast nem
szamoljuk. M ~ PGEO(p):

P(M =n)=p(1—-p)" n=20,1,...

A pesszimista geometriai eloszlas “eggyel kevesebb”, mint a
geometriai eloszlas:

N~ GEO(p) <= N -1~ PGEO(p)



Geometriai eloszlas és pesszimista geometriai eloszlas

A geometriai és pesszimista geometriai eloszlasok
memoriamentesek.

Lemma

(a) Ha N ~ GEO(p), akkor
P(N > m+ n|N > m) = P(N > n) Vm,neZ".

(b) Ha N eloszlasara teljesiil az el6bbi tulajdonsag, akkor
N ~ GEO(p) valamilyen p-re.

(c) Ha M ~ PGEO(p), akkor
P(M > m+ n|M > m) = P(M > n) Vm,ne€ Z".

(d) Ha M eloszlasara teljesiil az el6bbi tulajdonsag, akkor
M ~ PGEO(p) valamilyen p-re.



Csonkolt geometriai eloszlas

A csonkolt (truncated) geometriai eloszlas a geometriai eloszlas
azon feltétel mellett, hogy az értéke legfeljebb K.
N ~ TGEO(K, p):

1— n—1

PN = 1) = p(1 - p)
1—(1-p)¥
A csonkolt pesszimista geometriai eloszlas a pesszimista geometriai

eloszlas azon feltétel mellett, hogy az értéke legfeljebb K.
N ~ TPGEO(K, p):

n=12...,K.



Kapcsolat a geometriai és exponencialis eloszlas kozott

Lemma
Ha Xi,..., X, ~ EXP(X) fiiggetlenek, és N ~ GEO(p) tdliik
fiiggetlen, akkor

Y=Xi+-+Xn

eloszlasa
Y ~ EXP(pA).

Biz. Azon feltétel mellett, hogy N = n, Y feltételes eloszlasa
Erlang(k, \). Teljes valésziniiség tételét hasznaljuk Y
str(iségfiggvényére:

nl)\nnl _XOOA].— anl
Zpl_ (n—1)! —pAeA;(((n_p)n!) N

—2x A (1—p)x —pAx
€ Y

= pAe = ple

ami éppen EXP(pA) siiriiségfiiggvénye.



M/M /1 sor kiszolgalasi id6 eloszlasa

Tekintsiink egy stacionarius M/M/1 sort. Az érkezési rata A, a
kiszolgalasi rata p, A < p. A sor terhelése

p=Ap<Ll.

Tétel.

(a) Az M/M/1 sor stacionarius sorhossz eloszldsa PGEO(1 — p).

(b) Feltéve, hogy egy igény a sorban a k-adik helyre érkezik
(vagyis beérkezéskor k — 1 igény van el6tte), a kiszolgalasi idé
eloszlasa Erlang(k, \).

(c) Egy véletlen igény varakozasi ideje EXP((1 — p)u).



M/M /1 sor kiszolgalasi id6 eloszlasa

Biz.
(a) A dinamikus egyenstly egyenletekbdl

A
UXit1 = AX; — Xj+1 = ;Xi = pPXi,

és
Xn:pn'(lip%
ami éppen a PGEO(1 — p) eloszlas.

(b) Az aktualis igény tavozasahoz ki kell szolgalni az el6tte lévs
k — 1 igényt és az aktudlis igényt is; mindegyiknek a
kiszolgalasi ideje EXP()) eloszlasu, és k darab EXP(\)
eloszlas konvolicidja éppen az Erlang(k, \) eloszlas.



M/M /1 sor kiszolgalasi id6 eloszlasa

(c) Itt annyi kiilonbség van a (b) részhez képest, hogy a beérkezd
igény egy véletlen hosszi sorba érkezik.

Kérdés: milyen sorhossz-eloszlast lat a beérkezé igény?
A sorhossz stacionarius eloszlasat latja a beérkezé igény is.

A sorhossz stacionérius eloszlasa PGEO(1 — p), a beérkezs
igénnyel egyiitt az igények szdma eggyel nagyobb, azaz
GEO(1 — p) eloszlast, és ennyi darab EXP(u) eloszlas
konvolicidja az el6z8 lemma szerint éppen EXP((1 — p)u)
eloszlasa.



M/M/1/K sor kiszolgalasi id6 eloszlasa

Tétel.

(a) Az M/M/1/K sor stacionarius sorhossz eloszldsa
TPGEO(K,1 — p).

(b) Feltéve, hogy egy igény a sorban a k-adik helyre érkezik
(vagyis beérkezéskor k — 1 igény van el6tte), a kiszolgalasi idé
eloszlasa Erlang(k, \).

(c) Egy, a rendszerbe bekeriils véletlen igény virakozasi ideje
Erlang(k, \) eloszlasok keveréke PGEO(K,1 — p) eloszlas
szerinti silyokkal.

Nem biz., de ugyanaz, mint az M/M/1, csak a véges buffer miatt
mindenhol a geometriai eloszlas csonkolt valtozata szerepel.

Fontos: véges buffer esetén az igények egy része elvész.



M/M/c és M/M/c/K sorok kiszolgalasi id6 eloszlasa

Az M/M/c és M/M/c/K sorokra (ahol 1 helyett c szerver szolgalja
ki az igényeket) hasonléan szamolhaté a kiszolgalasi idg, mint
eddig, és Erlang eloszlasok megfelels keveréke lesz. Az M/M/c és
M/M/c/K sorok stacionarius eloszlasa sajnos nem pontosan
geometriai eloszlas, és a képletek valamivel rondabbak, de ugyanigy
expliciten szamolhaté minden. Ezt most nem tesszitk meg.

Egy fontos kdzds tulajdonsag ezekben a sorokban, hogy ha egy
igény bekeriilt a rendszerbe, akkor a kiszolgalasi idejét mar nem
befolyasolja az, ami mogotte torténik a sorban. Ez mas
Markov-sorokra nem teljesiil, és nem Erlang eloszlasok keveréke lesz
a kiszolgalasi idé.



M/M/c és M/M/c/K sorok kiszolgalasi id6 eloszlasa

Ami szintén kézés az M/M/1, M/M/1/K, M/M/c, M/M/c/K
sorokban, hogy egy véletlenszer(i beérkezs igény a stacionarius
sorhossz-eloszlast latja.

Ez mas Markov-sorokra is teljesiil, egészen pontosan abban az
esetben, ha az érkezési rata konstans A minden allapotra. Ez
PASTA-elv (Poisson Arrival Sees Time Average) vagy Erkezési tétel
(Arrival theorem) néven is ismert.

A “Poisson Arrival Sees Time Average” megfogalmazas mogott az
van, hogy még olyan (nem-markovi) sorokban is teljesiil, ahol a
kiszolgalasi idé nem exponencialis eloszlasu. llyenkor a rendszer
nem folytonos idejii Markov-lanc, és nincs stacionarius eloszlas,
hanem helyette hossza tava idéatlag (time average) szerepel - de az
teljesiil, hogy a véletlenszer(i beérkezd igény pont ezt az eloszlast
latja.

Nem biz., de lényegében azon maulik, hogy a beérkez§ igények
“fliggetlenek” a sor hosszatdl.



Altalanos Markov-sorok

Egy altalanos Markov-sorban minden allapotban eltérg lehet az
érkezési és a kiszolgalasi rata.

Eltér6 kiszolgalasi rata lehet példaul amiatt, hogy a szerver
(részben) parhuzamositani tudja az igényeket: tobb igény esetén a
teljes kiszolgalasi rata valamivel nagyobb. llyenkor altalaban a
kiszolgalas sem FIFO, hanem valamilyen megosztas torténik tébb
igény kozott. Ezt meg fogjuk vizsgalni.

Eltérg érkezési rata lehet példaul amiatt, hogy a vizsgalt sor egy
nagyobb rendszer része, ahol egy diszpécser terheléselosztast végez
- ha hosszabb a sor, az érkezéseket mashova iranyitja. Ezt is meg
fogjuk nézni (de nem ma).



Laplace-transzformalt

Elgskésziilet: Laplace-transzformacio.

Egy f : [0,00) — R fliggvény Laplace-transzformaltja

F(s) = /0 T emste (1),

Egy X > 0 folytonos valésziniiségi valtozé Laplace-transzformaltja

X*(s) = E (efsx) - /0 T et (e)dt,

ahol f(t) az X siiriiségfiiggvénye.

Ha f siirliségfiiggvény, akkor az integral konvergens minden
Re(z) > 0 komplex szamra.



Tulajdonsagok
Példa. Az X ~ EXP(\) eloszlas Laplace-transzformaltja

A

X*(s) = / e e Mdt = A / e F)tds = e
0 0

Lemma (Teljes varhaté érték tétel Laplace-transzformaltra)
Ha X, Y, Z valésziniiségi valtozék fx, fy, fz siiriiségfiiggvénnyel, és

P(Z=X)=p, P(Z=Y)=1-p,

akkor
fz(s) = pfx(s) + (1 — p)fy(s).

Biz. (vazlat) A Laplace-transzformalt linearis: ha a, b valés
konstansok, akkor

(af + bg)*(s) =a-f*(s)+ b-g*(s).



Tulajdonsagok

Tovabbi fontos tulajdonsaga, hogy konvoluciobdl szorzatot csinal.

Lemma
Ha X, Y valosziniségi valtozok fiiggetlenek fx, fy
siirtiségfiiggvénnyel, és

Z=X+Y,

akkor
fz(s) = fx(s) - fy(s).



Tulajdonsagok

Biz. Ha Z = X + Y, akkor fz = fx ® fy, és

£3(s) = /OOO f(t)e"tdt — /OOO (/Ot fy () et u)du) e stdt —
_ /OOO /OO i (u)fx (t — u)e~tdtdu.
v = t — u valtozécserével
/00 /00 fy (u)fx(t — u)e *tdtdu =
/ / fy (u)fx(v)e ST dvdu =
= / y(u)e > du - / fx(v)e *"dv =
0 0

= fy(S) - x(5)-



Altalanos Markov-sor
Tekintsiink egy altalanos véges buffer(i Markov-sort. A buffer
mérete K. Az i allapotban az érkezési rata \;, a kiszolgalasi rata u;.
A kiszolgalasi elv FIFO helyett Limited Processor Sharing (LPS):
megengedjiik, hogy egyszerre t&bb igényt szolgaljon ki a szerver
parhuzamosan, maximum M-et.

7 00 —n

llyenkor, ha legfeljebb M igény van a sorban, akkor a teljes p;
kiszolgalasi rata egyenletesen oszlik meg a sorban 1évé igények
kozott. Ha M-nél tdbb igény van a sorban, akkor az elsé M igény
kozott oszlik meg a kiszolgalasi rata, a késébbi igények varakoznak.

Specidlisan az M = 1 esetben visszakapjuk a FIFO kiszolgalast.



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

Tekintsiink egy kitiintetett igényt egy j hossza sorban az i-edik
poziciéban (1 </ < j < K). Jeldlje X;; a kiszolgalasi idejét.

X;j stiriiségfiiggvénye f; j(t), Laplace-transzformaltja fl*’J(s)
A kovetkez§ valtozasok torténhetnek a sorral:

» Erkezik egy igény a sor végére. Ennek rataja \;. Ekkor a
kitiintetett igény tovabbra is az i-edik poziciéban van, de a sor
hossza (j + 1)-re valtozik.

» Torténik egy kiszolgalas a sorban. Ennek rataja pj. Ha az a
kitiintetett igény, akkor a kiszolgilasa befejez6dott. Ha egy
masik igényt szolgalt ki a szerver, akkor a kitiintetett igény
i > M esetén el6rébb lép az (i — 1)-edik pozicidba. i < M
esetén tulajdonképpen mindegy, elSre 1ép-e, mivel az els¢ M
igény egyforma helyzetben van.



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

A kétféle valtozas egyiittes rataja \; + pj, igy a kovetkezd
allapotvaltozasig eltelt id6 EXP(\; + 1) eloszlast (ennek
/\j+ltj
Aj+pj+s
a kiszolgalas valdésziniisége.

. < < Aj p .
), és a valtozaskor =L~ az érkezés

Laplace—transzformaltja py=mTE

valésziniisége és /\Jr

Legyen el6szor M < i < j < K. A fentiek alapjan a
Laplace-transzformaltra teljesiil a kdvetkezd egyenlet:

Aj + 1 Aj 1
fr(s) = —L—2 ( L a(s) + — s)
I,_]( ) )‘j+uj+5 )\j+uj I,J—i-l( ) )‘j+,ulj i—1,j 1( )

A cél: felirni hasonl6 egyenleteket az dsszes f%;(s)-re, majd a
kapott egyenletrendszert megoldani.



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

Tovabbi esetek.

Ha i <j < M ésj < K, akkor egyrészt

Fi(s) = .. £5(5).
hiszen az els§ j igény helyzete egyforma, masrészt
Aj + 1y ( Aj i J—1
*. f T (s
/,J(s) )\ +:U’J +s )\ _|_,u I,J+1( ) )‘J"':uj 1—1,1—1( )+
Nt )

mivel az els6 j igénybdl 1/ eséllyel a kitiintetett igényt szolgalja ki
a szerver, és olyankor az elhagyja a rendszert (0 tovabbi idét tolt a
rendszerben, aminek a Laplace-transzformaltja 1).



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

Ha i < M < j < K, akkor is

fl,j( ) fM,_/( )

hiszen az els6 M igény helyzete egyforma, masrészt

fils) = (N ()4 M e

*, f ,
H N+ i+ s\ T +)\j—|—uj Mot
i i1>
Aj+ M ’

mivel ilyenkor az els6 M igény kozott oszlik meg a kiszolgalasi rata,
és azon beliil 1/M eséllyel a kitiintetett igényt szolgalja ki a szerver.



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

j = K, azaz tele buffer esetén nem tdrténhet érkezés, csak
kiszolgalas. Ha i < M, akkor is teljesiil

f1*,K(5) = --'f/\t/,K(S),

tovabba

N 1 M-1_, 1
; — - °f + =1
f:,K(S) 1 S( M /—1,/\//—1(5) M ),

Hasonléan tele buffer, csak i > M esetén a kitiintetett igény
biztosan nem kap kiszolgalast, igy

f; = f; .
k() i+ s —1.m-1(8)



Inverz Laplace-transzformacio
Minden (/,) parra (1 < j <j < K) felirva az el6z6 egyenleteket,
kapunk egy egyenletrendszert, ami lineéris az f(s) valtozékban —
meg tudjuk oldani, ezzel a £7(s) fiiggvények megvannak.

Ezutan a dinamikus egyenletekbdl kiszamoljuk a sorhossz
stacionarius eloszlasat: vet = (x0, x1,...xk). Figyelem! Ha A; nem
konstans, akkor egy véletlen beérkez8 igény nem a sorhossz
stacionarius eloszlasat latja! Ehelyett vg-t Gjra kell silyozni a ;
érkezési ratakkal:

AiXi )
yi= 2 0 K -1

K—
Yo Aixi
Amikor egy igény megérkezik egy i hossz( sorba, akkor § az utolsé
lesz és a sor hossza i + 1 lesz, igy egy véletlen igény kiszolgalasi
idejének Laplace-transzformaltja

K-1
f(s) = Z Yifi1 it1(8)-
i—0



Inverz Laplace-transzformacio

Ha f*(s) ismert, akkor egyszeriibb esetekben f(t) visszakaphaté
analitikusan. A gyakorlatban azért tobbnyire numerikus inverz
Laplace transzformaciét végziink. Altalaban f*(s) bizonyos (esetleg
komplex) pontbeli értékeinek linearis kombinaciéval kozelitjiik
f(t)-t:

- Yk (B
f(t)NZTf <t>
k=1

ahol a 3 alappontokra és 7, sulyokra tobbféle valasztas is
lehetséges.

Bévebben ajanlom a
http://inverselaplace.org/

honlapot, ahol tobbek kdzdtt python implementacié is talalhato.


http://inverselaplace.org/

