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Bevezetés

A Poisson-folyamatot gyakran hasznaljuk érkezési folyamatok
modellezésére.

Példak:
> egy szerverhez beérkezg igények;

> egy varosban a tiizesetek;

v

az utcan elhaladé auték;

v

egy kdnyvben a hibak.



Pontfolyamatok altalaban

Egy pontfolyamat R (vagy csak [0,00)) egy részhalmaza. Altalaban
feltessziik, hogy a pontok nem torlédnak. A pontokat gyakran
érkezéseknek hivjuk. Egy pontfolyamat egy konkrét realizacigja

[0, 00)-en tobbféle ekvivalens médon megadhaté:

> az érkezési id6k listajaval: Ty, Ty, ..., vagy
> az érkezési id6kozok listajaval: 7,1, ..., vagy

» a szamlalé folyamattal: N(t) az érkezések szama 0 és t kozott.
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Th, Tn és N(t) kozott a kapcsolat a kovetkezé:

Th=T1+4+" "+ Th, Tn = Tpn— Th-1,
N(t) =max{n: T, <t}, T,=max{t:N(t)<n—1}.



Memodriamentes tulajdonsag

Egy véletlen pontfolyamatot szeretnénk definialni az el6z6ek
modellezésére.

Els6 kérdés: milyen az elsé eseményig eltelt id8, azaz T =71y
eloszlasa?

Gondoljuk meg a kdvetkezét. Feltéve, hogy t id6 mar eltelt
esemény nélkiil, "kdzelebb” jutottunk-e az elsé eseményhez?

Tekintsiik az autds példat. Ha elkezdjiik szdmolni az utcan elhaladé
autdkat 9:00-kor (ami legyen most t = 0), és az els6 1 percben
nem halad el autd, akkor az els§ autdig még hatralévs id6 eloszlasa
ugyanolyan, mint eredetileg, mert az autésokat nem érdekli, hogy
mi 9:00-kor vagy 9:01-kor kezdtiink el szamolni.



A Poisson pontfolyamat konstrukciéja

Tehat T1(= 71) memériamentes; arrél viszont mar tudjuk, hogy
akkor exponenciilis eloszlasq.

Az elsé és masodik érkezés kozott eltelt 7 szintén memdriamentes,
tehat exponencialis eloszlasu, tovabba fliggetlen 71-t6l, és igy
tovabb.

Ez alapjan a folyamatot a kdvetkezéképpen konstrualjuk meg. A
Poisson pontfolyamat (vagy rdviden Poisson folyamat) egy olyan
véletlen pontfolyamat [0, c0)-en, ahol a 71,7, ... érkezési id6kozok
fuggetlen, azonos EXP(\) eloszlastak valamely A > O-ra.

A a folyamat rata paramétere. Az egész folyamatra hasznaljuk a
PPP(\) jelolést is.



Na de miért pont Poisson?
Tétel (Poisson pontfolyamat karakterizacidja)

(a) Egy PPP()\)-ra teljesiilnek a kévetkezd tulajdonsigok:
> Az [a, b] intervallumba es6 érkezések szamanak eloszlasa
POI(\(b — a)), és
> diszjunkt intervallumba esé érkezések szama fiiggetlen.
(b) A fenti két tulajdonsag egyiitt egyértelmien meghatarozza
PPP())-t. Azaz barmely olyan pontfolyamat, amely kielégiti a
fenti két tulajdonsdgot, ugyanolyan eloszlasa, mint PPP()).

Nem biz. (Hossza szamolas.)



A rata paraméter

A karakterizacios tétel szerint ha X jel6li az [a, b] intervallumbeli
érkezések szamat, amit gy is fel lehet irni, hogy X = N(b) — N(a),
akkor X ~ POI(A(b — a)).

Az X valészinlisége valtozé paramétere és egyittal varhaté értéke
A(b — a), ami aranyos az intervallum hosszaval és a rata
paraméterrel is.

A )\ rata egy siirtiség jellegii paraméter: ha A nagyobb, a
folyamatnak siiriibben vannak érkezései. Ez egyébként dsszhangban
van azzal, hogy

E(egységnyi hosszi intervallumban az érkezések szama) = A,

E(érkezési idskdz) = %



Unid

Tétel (Uniod)
Egy egymastdl fiiggetlen PPP(\1) és PPP()\z) uniéja
PPP(A\1 + A2).

Nem biz.
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Ritkitas

Tétel (Ritkitas)

Egy PPP()\)-ban minden érkezést p valdsziniséggel pirossal, 1 — p
valésziniiséggel kékkel jeléliink, fiiggetleniil a t6bbi érkezéstdl.
Ekkor a piros érkezések egy PPP(p))-t alkotnak, a kék érkezések
egy PPP((1 — p)\)-t, és a két folyamat fiiggetlen.

Nem biz.
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Példa

Példa. Egy aton csak auték és motorosok kdzlekednek. A
kovetkezéket tudjuk réluk:
» Atlagosan percenként 4 jarm(i halad el. A jarmiivek 3/4-e
autd, 1/4-e motor.
Az unié és a ritkitas tétel szerint a fenti informéacié ekvivalens a
kovetkezével:
» Atlagosan percenként 3 auté és 1 motor halad el, és az auték
és motorok fiiggetlenek.



Példa

A kovetkezs 3 abra koziil csak az egyik Poisson pontfolyamat.
Vajon melyik?

A kozéps6 piros a Poisson folyamat. Az els6, kék folyamatnal az
érkezési id6kozok tal egyenletesek, mig az utolsé, sziirke
folyamatnal az érkezések idénként tllsagosan osszesiirlisodnek, mig
maskor nagy sziinetek vannak (egyébként az érkezési id6koz Pareto

eloszlasu).



Intervallumon beliili helyzet

Tudjuk, hogy tavaly csak egyetlen tiizeset tortént egy varosban, de

nem tudjuk, mikor. Mi lehet a tiizeset idejének az eloszlasa az éven
belul?

A fenti informéacié ismeretében az éven beliil barmikor lehet, igy az
éven beliili eloszlasra azt varnank, hogy egyenletes. Igy is van:

Lemma
Ha egy PPP())-nak csak egyetlen érkezése van egy [a, b]
intervallumon beliil, akkor annak a helyzetének az eloszlisa

U([a, b]).



Intervallumon beliili helyzet

Biz. Legyen c € (a, b) és definialjuk a kovetkezs eseményeket:
» A: pontosan egy érkezés tortént [a, c]-ben,
» B: pontosan egy érkezés tortént [a, b]-ben.

A cél azt belatni, hogy P(A|B) = $=2. Tudjuk, hogy

P(A és B)

P(AIB) = ~Frgy

elészdr a nevez6t szamitjuk ki:

P(B) = P(1 érkezes [a, b]-ben) = (/\(bl_!a))le—k(b—a)

mivel az érkezések szama [a, b]-ben POI(A(b — a)) eloszlasu.



Intervallumon beliili helyzet

Azutan a szamlalét:
P(A és B) = IP(1 érkezés [a, c]-ben és 1 érkezés [a, b]-ben).

Az [a, c]-beli és [a, b]-beli érkezések szama nem fiiggetlen, mert a
két intervallum nem diszjunkt. Viszont ezt atfogalmazhatjuk [a, c]
és [c, b] intervallumbeli érkezésekre, amik mar fiiggetlenek:

P(A és B) = IP(1 érkezés [a, c]-ben és 1 [a, b]-ben) =
IP(1 érkezés [a, c|-ben és 0 érkezés [c, b]-ben) =
P(1 érkezés [a, c]-ben) - P(0 érkezés [c, b]-ben) =

1 0
()\(Cl—| 3))" ~Ac-a) . ()\(b(; €))" g-A(b—c) _ e — a)e=b=2).



Intervallumon beliili helyzet

Tehat

P(B) = A(b — a)e (b=,
P(A és B) = \(c — a)e Mb~2),

ahonnan

P(A|B) = P(Aés B)  Ac—a)eMb-a) g
 P(B) Ab—a)eMb-a  p—a’

ami pontosan annak a valésziniisége, hogy egy U([a, b])
valészinliségi valtozé értéke [a, c]-be esik.



Intervallumon beliili helyzet

A kdvetkezg altalanosabb tétel is igaz.

Tétel

Feltéve, hogy egy PPP(\)-nak k érkezése van az [a, b]
intervallumban, azok egyiittes eloszlasa megegyezik k darab
fiiggetlen U([a, b]) valésziniiségi valtozo egyiittes eloszlasaval.
Nem biz. (Az el6z6h6z hasonlé szamolas.)



Osszefoglalé (az eddigiekrdl)

A PPP(\)-ra a kovetkezsk teljesiilnek:

> az érkezési id6kozok EXP()) eloszlasuak és fliggetlenek;

v

az [a, b]-ba es6 érkezések szama POI(\(b — a)) eloszlas;
» diszjunkt intervallumokban az érkezések szama fiiggetlen;
> fliggetlen PPP-k unidja is PPP, a ratak dsszeadédnak;

> egy PPP szétszedhet6 két fliggetlen PPP-re Ggy, hogy minden
érkezés a tobbitdl fiiggetleniil keriil egyik vagy masik PPP-be;

» feltéve, hogy egy intervallumba k pont esik, az egyiittes
eloszlasuk az intervallumon beliil fiiggetlen egyenletes.



Kiterjesztés a teljes szamegyenesre

Legyen adott egy PPP(\) a [0, 00)-en; az érkezési id6kozok listaja
TLy T2y v

Ez kiterjeszthetd a teljes szamegyenesre a kdvetkezé médon.
Legyenek 7_1,7_2,... fae EXP(\) valtozék, figgetlenek egymastdl
és 11,7, ...-tol

A (—o0, 0]-beli érkezések idépontjai

T_1=—7_1,
T2 =—(7-1+7-2),
T_3=—(121+ 712+ 7-3),



Kiterjesztés a teljes szamegyenesre

Az érkezések felosztjak a szamegyenest véletlen hosszisagi

szakaszokra. Szamitsuk ki a 0-t tartalmazé szakasz hosszanak

véarhaté értékét.

A 0-t tartalmazé szakasz [—7_1,71], hossza 7—1 + 71, melynek

varhaté értéke )
E(T,1 —|—7'1) = QE(Tl) = X

Masrészt minden mas érkezési id6koz varhaté értéke

1
E(r) =E(r—) = Y
Tehat a O-t tartalmazé szakasz atlagosan kétszer olyan hosszi
lenne, mint a tobbi szakasz?



Kitérd: hossztorzitas

Bizony am! Ennek oka az, hogy a 0 nagyobb eséllyel esik egy
hosszabb szakaszba (egyszeriien azért, mert hosszabb). Masképp
mondva “a 0-t tartalmazé szakasz hossza” és “egy érkezési id6koz
hossza” kiilonb6z8 eloszlastiak. (Ez egyébként a 0 helyett barmelyik
masik pontra is igaz.)

Annak a valésziniisége, hogy egy pont egy adott hosszisagi
intervallumba esik, aranyos az intervallum hosszaval is. Azaz ha az
érkezési id6koz siiriiségfliggvénye f(x), akkor a 0-t tartalmazé
szakasz hosszanak siiriiségfiiggvénye

(Az E(71)-gyel val6 osztas csak normalizalas miatt kell.)

Ugy mondjuk, hogy az 7(x) siirtiségfiiggvény az f(x)
stirliségfiiggvény hossztorzitott valtozata.



Kitérd: hossztorzitas

Konkrétan ha 73 ~ EXP()), akkor

f(x) = xe™™, Fx) = XNxe™ ™.

A fenti f(x) siiriségfiiggvény az Erlang(2,)) eloszlas
stirliségfiiggvénye. Azon tal, hogy ez az eloszlas az EXP(\)
hossztorzitott valtozata, egyittal teljesiil ra az is, hogy

T1 + 7—1 ~ Erlang(2, \),

ha 1 és 7_; fliggetlen EXP(\) eloszlasaak.



Kitérd: hossztorzitas
Egyéb példak hossztorzitasra.

Példa. Kivancsiak vagyunk a gyerekek szdmanak eloszlasara
csaladonként egy tarsadalomban. Tekintsiik a kdvetkezs
helyzeteket:
» Kivalasztunk egy csaladot véletlenszeriien, és megkérdezziik,
hany gyermekiik van.
» Kivalasztunk egy gyereket véletlenszeriien, és megkérdezziik,
hanyan vannak testvérek Gsszesen.
A masodik esetben a gyerek nagyobb eséllyel jon sokgyerekes
csaladbdl. A masodik kérdésre a valasz pont az els6 kérdésre adott
valasz hossztorzitott véltozata.

Diszkrét valdszinliségi valtozék esetén a hossztorzitas képlete:

P(X = k) = kpgzxz) k)



Kitérd: hossztorzitas

A kovetkez6 példa a varakozasi id6 paradoxon.

Egy megalléban atlagosan 10 percenként jon a busz. Varhatéan
mennyit kell varnunk, ha egy véletlen id6pontban odamegyiink a
buszmegalléba?

A természetes valasz 5 perc lenne, de ez csak akkor igaz, ha a
buszok pontosan 10 percenként kovetik egymast.

Ha azonban az érkezési id6kozok véletlenek, akkor vannak hosszabb
és rovidebb id6kozok, és mi nagyobb eséllyel érkeziink egy hosszabb
idékdzbe.



Kitérd: hossztorzitas

Ha konkrétan a buszok Ggy jarnak, hogy két egymast kdvets busz
jon 1 percen beliil, majd 19 perces sziinet, és ez a minta ismétlgdik:

Ekkor 95% eséllyel a hossza id6kdzbe érkeziink, ahol atlagosan 9:30
percet kell varnunk. Mindenestiil az atlagos varakozasi id6

0.95 x 9:30 4- 0.05 x 0:30 = 9:03

perc, ami jelent8sen tobb, mint 5 perc.



Kitérd: hossztorzitas

Sorbanillasi helyzetekben is elgjon: boltban, bankban stb.

Gyakran tiinhet Ggy, hogy az a sor, amiben allunk, lassabban halad,
mint a tobbi.

Es tényleg ez a helyzet: atlagosan tobb id6t téltiink lassabb
sorokban, pont azért, mert lassabbak.

Ezt a jelenséget gy is lehet értelmezni, hogy a sorok sebessége
kiviilrél nézve mas eloszlast kdvet, mint egy adott sorbdl beliilrél
nézve.



Szimulacio | - exponencialis valtozéokkal

A Poisson-folyamat szimulalhaté a [0, t] intervallumon Ggy, hogy a
T1,T2,... érkezési id6kézoket generaljuk fiiggetlenil, EXP(A)
eloszlas szerint. Ekkor az érkezési id6k

T1 =T1,

To =1+ 1,

Elég annyi 7,-et generalni, amig T, > t-t el nem érjiik.



Szimulacié Il - Poisson és egyenletes valtozokkal

Egy masik lehet8ség, hogy egy adott intervallumon el6szor a
darabszamot generaljuk le, majd azok helyzetét az intervallumon
beliil.

Az [a, b] intervallumba esé pontok szdma X ~ POI(A(b — a)).
Legeneraljuk el&szor X értékét.

Ezutan generalunk X darab fliggetlen pontot U([a, b]) eloszlas
szerint.



Mikor jogos a PPP hasznélata?

Altalaban a Poisson pontfolyamat hasznalata jogos, ha a kdvetkezs
két feltétel teljesiil:

> az érkezések sok fiiggetlen forrasbol érkeznek, és
» mindegyik forras kontribucidja az egészhez képest kicsi.

Példa. Az alabbi halézatban az 1-es szerver esetén a PPP
hasznalata jogos, de a 2-es szervernél nem.

o~




Inhomogén Poisson pontfolyamat

Vannak esetek, amikor az érkezési rata nem allandd, hanem idében
valtozik. llyen helyzetre példa a kdzlekedés: csiicsidében az érkezési
rata magasabb, azon kiviil viszont alacsonyabb.

Szeretnénk definialni olyan Poisson folyamatot, melyre az érkezések
egy idében valtozé \(t) > 0 ratafliggvény szerint torténnek.
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Inhomogén Poisson pontfolyamat

Ezt a kdvetkez6 médon csinaljuk. Legyen

A(t) = /0 “A(s)ds.

Alt)




Inhomogén Poisson pontfolyamat

A(t) nové figgvény és a 0-bdl indul; amikor A(t) nagyobb, A(t)
gyorsabban ng, amikor \(t) kisebb, A(t) lassabban né.

Alt)




Inhomogén Poisson pontfolyamat

Legyenek Y1, Ya,... egy PPP(1) érkezései [0, 00)-en. (A
grafikonon az y tengely mentén abrazoltuk &ket.)

(D)




Inhomogén Poisson pontfolyamat

Ekkor a A=1(Y1),A71(Y2),... pontok egy \(t) ratafiiggvénynek
megfelel6 inhomogén Poisson folyamatot alkotnak. (Az &bran le
vannak vetitve az x tengelyre a A(t) fliggvény grafikonjan
keresztiil.)
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Inhomogén Poisson pontfolyamat

A kapott folyamatnak tipikusan tobb érkezése van ott, ahol A(t)
nagyobb, és kevesebb ott, ahol A(t) kisebb.




Inhomogén Poisson pontfolyamat

Az inhomogén Poisson folyamat tulajdonsagai:
> / az érkezések szama [a, b]-ben POI(fab A(t)dt) eloszlas;
>  az érkezések szama diszjunkt intervallumokban fiiggetlen;
> X az érkezési id6kozdk nem exponencialis eloszlasaak;

> X az érkezési id6kdzok nem fiiggetlenek.



2-dimenziés PPP

A Poisson folyamat altalanosithaté magasabb dimenzidkra is.

Példa. A 2-dimenziés Poisson folyamattal lehet modellezni fak
elhelyezkedését egy erdGben.

Egy 2-dimenziés Poisson folyamatban az érkezések (pontok) R2-ben
vannak. A )\ rata a pontok siirliségét adja meg (azaz a pontok
atlagos szamat egységnyi teriileten). Az érkezési id6kdznek nincs

megfelel6je, de a Poisson eloszlassal valé szimulacié miikédik:

> egy A teriiletli tartomanyban a pontok szamanak eloszlasa
POI(\A);

» feltéve, hogy k pont esik a tartomanyba, az egyiittes
eloszlasuk fliggetlen egyenletes a tartomanyon beliil;

> egyenletes eloszlast kdnnyi generalni pl. téglalapokon.



