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Markov populéciés folyamatok

Egy folytonos idejii Markov-lancbdl vegyiink N példanyt, amik
parhuzamosan zajlanak. Egyetlen mini Markov-lanc allapottere K

méretli, generatora Q = (r,-j)ffj:l.
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Markov populéciés folyamatok

Hogy lehet egy ilyen rendszer pillanatnyi allapotat leirni?

Egy lehetéség, hogy minden egyes Markov-lanc allapotat
nyilvantartjuk (,teljes rendszer”). Ekkor az allapottér mérete KNV.

Egy masik lehet8ség, hogy csak azt tartjuk szamon, hogy az egyes
allapotokban mennyien tartézkodnak: jeldlje Xi(t) a k allapotban
tartézkodé Markov-lancok szaméat t-kor. Ekkor az allapottér

K
{(xl,...,xK): Xe € Z, Xic > 0, Zxk:/v},
k=1

aminek a mérete NX nagysagrendii. Ez is nagy (bar kisebb, mint a
teljes rendszer), viszont j6l strukturalt. Ezt fogjuk hasznalni.



Markov populéciés folyamatok

A legegyszeriibb esetben az egyes mini Markov-lancok fiiggetlenil
zajlanak. llyenkor a Markov-tulajdonsag teljesiil a teljes rendszerre
is, és X(t)-re is.

Példa. Legyen N =10 és K = 3. X(t)-nek az (5,3, 2) allapotbdl a
lehetséges atmenetei:

» (5,3,2) — (4,4,2), ennek rataja 5n,
» (5,3,2) — (4,3,3), ennek rataja 5n3,
» (5,3,2) — (6,2,2), ennek rataja 3r;,
» (5,3,2) = (5,2,3), ennek rataja 3ns3,
» (5,3,2) — (6,3,1), ennek rataja 2r31,
» (5,3,2) — (5,4,1), ennek rataja 2r3;.



Markov populéciés folyamatok

Azt szeretnénk, hogy az egyes Markov-lancok ne legyenek
figgetlenek. Példaul megengedhetjiik, hogy az atmenetratak
fliggjenek a tobbi Markov-lanc allapotatdl.

Ha teljesiil, hogy az r; ratak az

fliggvényei, akkor ezt siriiségfiiggé Markov populiciés folyamatnak
hivjuk. x(t) az X(t) normalizalt valtozata, ami azt mondja meg,
hogy a Markov-lancok mekkora része van az egyes éallapotokban.

llyenkor az egyes Markov-lancok mar nem fiiggetlenek. Fontos: a
Markov-tulajdonsag teljesiil x(t)-re!



Példa: terhelés-elosztas

Mi torténik, amikor rakattintunk egy YouTube-videdra?

Bekiildiink egy igényt, amit majd kiszolgal egy szerver. Na de a
YouTube-nak sok szervere van, melyikhez keriil a mi igényiink?

A beérkezd igényeket egy kiilon szerver (“diszpécser”) tovabbitja a
tényleges kiszolgald szerverek valamelyikéhez. A cél az igények
minél hatékonyabb kiszolgélasa, ehhez sok szempontot igénybe
vehet, pl.

> a szerverek leterheltsége

> az igény tipusa

» fizikai tavolsag

> stb.
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Terhelés-elosztas

Példa. Hasonl6an miikddnek a kasszak is egy aruhazban. Melyik
sorba allnank be a 3 koziil?

00000 O
00 O
0000 O

Nyilvan a legrévidebbhez. Ez a JSQ (Join-Shortest-Queue) néven
ismert terhelés-elosztasi elv.

Példa. Amikor autds navigaciés alkalmazasok alternativ Gtvonalakat
keresnek, az is terhelés-elosztas.

Erre a helyzetre fogunk matematikai modellt adni.



Terhelés-elosztas

Tekintsiik a kovetkezd kiszolgalé rendszert. A rendszer N szerverbdl
és egy diszpécserbdl all. Az igények mind a diszpécserhez futnak
be, amely minden egyes igényt tovabbit valamelyik szerverhez
valamilyen terhelés-elosztasi elv alapjan (pl. JSQ).

Minden egyes szervernek van egy sora, amiben a beérkezd igényeket
tarolja. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a szerverek
egyformak és véges K nagysagl bufferrel rendelkeznek. (Egyébként
ha tobbféle szerver van, az sem gond.) A diszpécsernek nincs sora,
azonnal tovabbitja a beérkezs igényeket.

Feltessziik, hogy a bejovs igények Poisson-folyamat szerint
érkeznek AN rataval, valamint a kiszolgalasi id6 is exponencidlis.
Ekkor a teljes rendszerre teljesiil a Markov-tulajdonsag.



Terhelés-elosztas

Egy szerver allapota az, hogy hany igény van a sordban; az egy
szerverhez tartozé mini Markov-lanc allapottere {0,1,..., K}.

Ebben az esetben Xy(t) azt jeldli, hogy a t id6pontban hany iires
szerver van, Xi(t) azt, hogy a t id6pontban hany szerverben van 1
igény, és igy tovabb, egészen Xy (t)-ig. Az

vektor pedig a megfelels terheltségii szerverek aranya.



Kiszolgalas

A kiszolgalas lehet
» FIFO (First-In-First-Out), mint pl. a bolti sorokban;

» vagy parhuzamos, PS (Processor Sharing), amikor egy szerver
tobb igényt szolgal ki parhuzamosan.

Feltessziik, hogy minden egyes szervernél a kiszolgalasi id§
exponencialis. Egy szerver kiszolgalasi rataja fligghet attdl, hogy
mennyi a bent 1év6 igények k szama. Ez féleg PS-nél relevans,
amikor egy szerver tobb igényt hatékonyan tud parhuzamosan
kiszolgalni, mint egyet; FIFO esetén a kiszolgalasi rata altalaban
konstans.

Feltessziik, hogy a bejové igények Poisson-folyamat szerint
érkeznek AN rataval. Ekkor a teljes rendszer Markov-folyamat.



Terhelés-elosztas

Példa. Tekintsiik a kdvetkezé paramétereket:
» N = 1000 szerver,

> egy szerver maximum 5 igényt szolgal ki egyszerre (ha tobb
igény van bent, a tobbi sorban all),

> egy szerver teljes kiszolgalasi rataja a szerverben bent |évd
igények szamanak fiiggvényében:
k|1 ]2]3]4]5
pe | 1.0[11]12]13]1.4

» )\ = 1.25; az egész rendszerbe az érkezési rata AN,
> kezdeti feltétel: lres rendszer,
» JSQ terheléselosztas.

Hogy nézhet ki ennek a rendszer egy realizaciéja? Gondoljuk meg
elére, hogy mit varunk.



Terhelés-elosztas
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Terhelés-elosztas

Ugyanez N = 10000 szerver esetén:
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Mean-field egyenlet-rendszer

A fenti abra alapjan az sejthet8, hogy amint N — oo, a Markov
populaciés folyamat koncentralédik valami determinisztikus
folyamatra.

Egy altalanos siirliségfiiggé Markov populaciés folyamathoz tartozé
mean-field (tératlag) egyenlet-rendszer a kdvetkezé:

d

avk(t) - Z vi(t)rie(v(t)) — Z vil()ri(v(t)), k=1,....K
i#k i#k

Ez egy K-dimenzids kozonséges differencialegyenlet-rendszer. A

megoldas altalaban létezik és egyértelmdi.



Kurtz-tétel

Tétel (Kurtz 1.)
Tegyiik fel, hogy
» x(0) — v(0) valosziniségben, amint N — cc.

Ekkor a mean-field egyenletrendszer v(t) megoldasa egyértelmi, és
tetszdleges véges T-re és e > 0-ra

lim P t) — xk(t)| > = 0.
U <0r§nta§XT1£nka§XK’Vk() 0 5)

Nem biz.

v(t)-t hivjuk a populaciés folyamat mean-field limeszének is.



Terhelés-elosztas

N = 10000 és a mean-field limesz (N = o0):

N=10000
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Kurtz-tétel

Megjegyzések.

Az, hogy v(t) egy kdzonséges (és nem pl. egy késleltetett)
diffegyenlet-rendszer megoldasa, annak felel meg, hogy a mean-field
limesz memdriamentes, ami éppen azon milik, hogy az eredeti
populaciés folyamatra teljesiil a Markov-tulajdonsag.

Ha az rj 4tmenetratak nem folytonos fiiggvények, akkor v(t)-nek
lehetnek torései — ez altalaban nem gond, a Kurtz-tétel ilyenkor is
teljesil.

A siiriiségfiiggs feltevés annak felel meg, hogy minden mini
Markov-lanc xV-et, vagyis a teljes globalis allapotot érzékeli. Ha
van a populaciénak belsg struktaraja (pl. ismeretségi korok), akkor
altalaban nem ez a helyzet. Ezzel egyiitt kdzelitésnek még ilyen
esetben is lehet hasznalni a Kurtz-tételt.



Mean-field limesz

Mire j6 a mean-field limesz vizsgalata?

> nagyméretii rendszerek esetén a teljes rendszer allapottere
hatalmas, ehelyett elég egy kisebb méretii
diffegyenlet-rendszert vizsgalni, ami numerikusan kdnnyen
megoldhaté;

» sok jellemzé definialhaté és kiszamithaté a mean-field
rendszerben is: példaul a mean-field limesz alapjan
megbecsiilhetd, hogy a populécids folyamat mikor éri el a
stacionarius allapotat.

» Pl. sorbanallasi rendszerek esetén a mean-field limeszben is
teljesiil a Little-formula, s6t, a kiszolgalasi id6 teljes eloszlasat
is ki lehet szamitani.



Terhelés-elosztas

N = 10000 és a mean-field limesz (N = o0):
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Stacionérius eloszlas

Az abra kétfajta konvergenciat is illusztral:

» N — oo esetén a Markov populaciés folyamat tart a
mean-field limeszhez a [0, T] intervallumon egyenletesen;

> t — oo esetén a Markov populaciés folyamat tart a
stacionarius allapotahoz, a mean-field limesz pedig egy
aszimptotikusan stabil fixponthoz (attraktor).

Tetel (Kurtz 11.)
Tegyiik fel, hogy:
» minden N-re x(t)-nek egyetlen stacionarius eloszldsa van, Ty,
és
> a v(t)-t definialo diffegyenlet-rendszernek egyetlen
(vi,...,vk) fixpontja van, és az aszimptotikusan stabil.

Ekkor a p eloszldsok koncentralédnak (vi, ..., vk)-ra, amint
N — oo.

Nem biz.



Diszpécser fliggvény
Vissza a terhelés-elosztashoz.

A mean-field diffegyenlet-rendszer felirasahoz sziikségiink lesz a
kiilonb6z6 hosszlisagi sorokban a kiszolgalasi ratara és az érkezési
ratara is. Az érkezési rata a teljes rendszerre AN, de az, hogy ez
hogyan terhelédik a kiilonb6z6 hosszlisaga sorokra, a
terhelés-elosztési elven malik.

A terhelés-elosztasi elvet az Gn. diszpécser-fliggvény segitségével
irjuk le. Jeldlje fx(x) annak a valésziniiségét, hogy egy érkezd igény
k hosszl sorba keriil, feltéve, hogy a normalizalt globalis allapot x.
Pl. JSQ terhelés-elosztasi elv esetén:
» ha van k-nal rovidebb sor, akkor k hosszi sorba nem keriil
igény;
> ha k hosszi a legrovidebb sor, akkor a beérkezé igény 1
valésziniiséggel k hosszi sorba keriil,

igy

fk(x):{o hazlox,>0

1 ha f-;ol x;i =0 és x> 0.



Diszpécser fliggvény

» Mi a helyzet, ha a beérkezd igényt talalomra iranyitjuk
valamelyik sorba (azaz nem torténik érdemi terhelés-elosztas)?

Ekkor egyszeriien

f(x) = xk.

> JSQ(d) terheléselosztasnal a diszpécser kivalaszt d szervert
taldlomra, és azok koziil a legrovidebbhez kiildi az igényt.
Ebben az esetben

fe(x) = (x4 - xi)? = Oxrs + -+ xi) -

Az (fo(x),..., fk(x)) fuggvényeket kollektiven
diszpécser-fiiggvénynek nevezziik.



Mean-field limesz

A diszpécser fiiggvény segitségével fel tudjuk irni a mean-field
egyenletrendszert:

%vk(t) — M1 (V(E))vier (£) — Me(v())vie(t)+
+ pk1 Vi1 (t) — pvi(t) (k=0,...,K);

a jobboldalon az egyes tagok annak felelnek meg, hogy a k hosszi
sorok szama megvaltozik, ha. ..

> érkezés torténik k — 1 hossza sorba, vagy
> érkezés torténik k hosszi sorba, vagy
» kiszolgalas torténik k + 1 hosszi sorban, vagy

» kiszolgalas torténik k hosszia sorban.



Stabil fixpont

A korabbi példaban a stabil fixpont kénnyen kiszamithaté.
A = 1.25 felaton van uz = 1.2 és ugq = 1.3 kozdtt, igy a fixpont

v=(0000.50.50).

Hasznaljuk a Little-formulat.
Nincs adatvesztés, tehat az effektiv érkezési rata

A=A =1.25
az atlagos sorhossz
L=05-3+05-4=35,
és igy az atlagos kiszolgalasi id6

W =L/\ =2.8.



Mean-field stacionarius allapot

A 7 stabil fixpontot mean-field stacionarius allapotnak is hivjuk
(mert megfelel annak, hogy a t — 0o és N — oo limeszt is
vessziik). Hogyan lehet kiszamitani altalaban?

1. médszer: megoldjuk numerikusan a mean-field
differencialegyenlet-rendszert, majd vesziink egy nagy t értéket.
(Mivel a megoldas t — oo esetén a mean-field stacionarius
allapothoz konvergal, ezért nagy t-re mar kozel lesz hozza.)

2. médszer: dinamikus egyensily egyenletekbdl.



Dinamikus egyensuly egyenletek

Jeldlje m a mean-field stacionarius eloszlast. Ha az fi(x) diszpécser
fliggvények folytonosak m-ben, akkor a dinamikus egyensily
egyenletek:

AMi(m) = poer1mosr - k=0,...,K -1

Ez egy algebrai egyenlet-rendszer (my,...,mx)-ra; attdl fliggsen,
hogy az f diszpécser fiiggvény és a uy kiszolgalasi rata gorbe
mennyire egyszer( vagy bonyolult, ennek a megoldasa is lehet
egyszer(i vagy bonyolult.



Dinamikus egyensuly egyenletek
Ha a diszpécser fiiggvény nem folytonos m-ben (pl. a JSQ ilyen),
akkor a helyzet némileg mas. JSQ esetén a stabil fixpontban csak
kétféle sorhossz val6sziniisége pozitiv: iy és ip — 1, ahol iy a
legkisebb olyan sorhossz, amire

Hig = A

A korabbi példaban iy = 3 volt.
Mi torténik, ha egy szerver befejezi az igény kiszolgalasat?

Ha ez egy iy hosszl sorban tortént, akkor a sor hossza iy — 1 lesz,
de ezen kiviil semmi kiilénleges nem torténik.

Ha viszont a kiszolgalas egy ip — 1 hossza sorban tortént, akkor a
sor hossza ig — 2-re valtozik, ami rovidebb, mint az dsszes tobbi sor,
és JSQ miatt ilyenkor a kdvetkez§ igényt fixen ebbe a sorba
iranyitja a diszpécser. Viszont a mean-field limeszben az igények
végtelen siiriiséggel érkeznek — ez a sor azonnal visszatdltédik

io — 1 hosszisagra.



Dinamikus egyensuly egyenletek

Osszességében iy — 2 hosszil sort nem latunk pozitiv ideig, tehat a
mean field stacionarius eloszlasban tovabbra is csak két sorhossz
valdsziniisége pozitiv, ip — 1 és iy hossza.

De ettél még az igények pozitiv aranyl része fog ilyen 'instant
diszpécselés’ keretében egy olyan sorba keriilni, ami az adott
pillanatban révidebb volt, mint az 8sszes tobbi.

Az iy — 1 hossz(i sorokban a kiszolgalasi rata &sszesen
Ay = Tig—1Lig—1,

emiatt a teljes bejovs \ érkezési rata ekkora része fog arra
forditédni, hogy az ig — 1 hosszi sorokban a kiszolgalast
ellensilyozza, és visszatdltse Sket instant iy — 1 hosszisagra (az u
betli az “upkeep” roviditése).



Dinamikus egyensuly egyenletek

A maradék X\ — )\, érkezési rata az ip — 1 sorokat fogja iy
hossziisagiira tolteni; a dinamikus egyensily egyenlet szerint ez
egyensilyban van az iy hosszi sorokban torténd kiszolgalassal.
Ennek megfelelgen JSQ esetén a dinamikus egyensily egyenlet a
kovetkezg alaki:

()‘ - )‘U)fio—l(ﬂ) = HigTig -

Ez nemcsak JSQ esetén van igy; altalaban akkor van upkeep, ha a
diszpécser fliggvény nem folytonos a m mean field stacionarius
dllapotban. A dinamikus egyensily egyenletek altalanos alakja
ilyenkor

(/\—/\u)fk(ﬂ'):,uk+1ﬂ'k+1 kZO,...,K—l.



Numerikus diffegyenlet-megoldas

A masik lehet8ség 7 kiszamitasara, hogy megoldjuk a mean-field
diffegyenlet-rendszert numerikusan, majd behelyettesitiink egy nagy
t értéket.

Kovetkezének azt nézziik meg, hogyan lehet diffegyenleteket
numerikusan megoldani.

A legegyszeriibb esetben a

dx(t) _ _
Tl F(x(t)) x(0) = xo

alaki egyenletet akarjuk megoldani, ahol x(t) a (még ismeretlen)
megoldas, F(.) az an. vezérl6 fiiggvény, xp pedig a kezdeti feltétel.
F és xg ismert.



Euler-mdédszer

Az Euler-médszer a kvetkez6: legyen h > 0 egy kicsi, de rogzitett
érték (pl. h=0.001), ez lesz a lépéskdz; ha mar x(t)-re van egy
kozelitésiink, akkor a t + h pontban a megoldast a kdvetkezs
formulaval kézelitjiik:

x(t+ h) = x(t) + hF(x(t)).

Ezzel az x(0) = xo-bdl indulva megkaphatjuk az x(t) fiiggvény egy
kozelitését a h,2h,... pontokban.

Mekkora a kdzelités hibaja? Az Euler-médszer egy lépésben h?
nagysagrendii hibat vét; ha egy [0, T] intervallumon szeretnénk a
megoldast megkapni, akkor ehhez T /h |épésre van sziikség, és a
teljes hiba [0, T]-n h nagysagrendi lesz.

Ugy is mondjuk, hogy az Euler-médszer elsérendii médszer, mert a
hibaja h csokkentésével elsérendben csokken.



Javitott Euler-mddszer

Lehet jobbat csinalni. A javitott Euler-médszer (midpoint method)
a kovetkezs kozelitést hasznalja:

x(t+ h) = x(t) + hF (x(t) + gF(X(t))> .

Ennek a hib4ja egy lépésben h® nagysagrendi, egy [0, T]
intervallum alatt pedig az dssz hiba h? nagysagrendii; a javitott
Euler-mdédszer masodrendi médszer.

h csbkkentésével mindkét mddszer pontossaga javul (de a javitott
Euler-médszeré gyorsabban), viszont az eljaras futasideje ndvekszik.
Cserébe viszont a javitott Euler-médszert bonyolultabb lekédolni. A
gyakorlatban az, hogy Euler-médszert vagy javitott Euler-médszert
érdemes hasznalni, attdl is fligg, mennyire pontosan van sziikségiink
a megoldasra, és attdl is, mennyire kdltséges az iteraciét futtatni.

Vannak tovabbi médszerek is numerikus diffegyenlet-megoldasra, az
altalanos keret Runge-Kutta médszerek néven fut.



Egyenlet-rendszer

Mi a helyzet, ha nem csak egy diffegyenletet szeretnénk megoldani,
hanem egy diffegyenlet-rendszert?

dX,'(t)

=R =1k

Az Euler-médszer és a javitott Euler-médszer is gond nélkiil
alkalmazhaté: az Euler-mddszerre

xi(t + h) = xi(t) + hFi(x(t)) i=1,...,K,

a javitott Euler-médszerre

X,'(l' + h) i~ X,'(t) + hF; <X,'(t) + gF,(X(t))) i=1,...,K.



Nem folytonos vezérl§ fiiggvény

Mi a helyzet, ha az F vezérl§ fiiggvény nem folytonos?
A szakadasi ponton valé athaladast kezelniink kell. Ha az F
fliggvény szakad egy y pontban, és

x(t) <y < x(t)+ hF(x(t)),

akkor egy h nagysagi lépéssel mar talhaladnank a szakadasi
ponton. Ehelyett legyen

y —x(t)

"= )



Nem folytonos vezérl§ fiiggvény

Ha a t idépontbdl csak h' nagysagl lépést tesziink elére, akkor ez
az x(t) megoldast az F szakadasi pontjaba visz, azaz

x(t+h) =y,

és onnantdl el6refelé mar haladhatunk az F szakadasi pont utani
értéke szerint;ha F-nek az y pontban a baloldali hatarértéke F_(y),
a jobboldali F(y), és felfelé léptiik at a szakadasi pontot F-ben,
akkor

x((t+h)+h) = x(t+ )+ hF (y),

mig ha lefelé |éptiik 4t a szakadasi pontot, akkor F_(y)-t kell venni
a jobb oldalon.

Vagy ha szeretnénk tovabbra is az nh alaki pontokban kdzeliteni,
akkor a h' nagysagi lépés utan tehetiink még egy h — b’ nagysagu
|épést. Azutan haladhatunk tovabb elGre ismét h nagysagi
lépésekkel.



Nem folytonos vezérl§ fiiggvény

A szakadasi pont atlépését dgymond az Euler-mddszer szerint
kezeltiik, ennek megfelelsen egy atlépésnél h? nagysagrendi a
kozelités hibaja.

Egy [0, T] intervallumon altalaban csak egy (vagy néhany, de fix
szami) szakadasi pont van, ezért a fenti atlépési médszert
hasznalhatjuk még akkor is, ha egyébként a folytonos részeken a
javitott Euler-médszert hasznaljuk, mert az 6ssz hiba igy is h?
nagysagrendii marad.



