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Sorbanallasi halézatok

Kiszolgalasi rendszerekben gyakran eléfordul, hogy egy igénynek
tobb kiildnb6z6 szerverhez is sorba kell allnia, mire megkapja a
kivant kiszolgalast.
Példak:

» adatcsomagok/kommunikacids igények tovabbitasa;

» hivatali igyintézés;

> egy gyarban az alkatrészek megmunkalasa.

Egy halozat lehet nyilt, ilyenkor érkezhetnek aj igények a
rendszerbe, illetve igények tavozhatnak is a rendszerbdl.

A masik lehet8ség a zart halézat, ilyenkor nincsenek a rendszerbdl
tavozé és érkezd igények, hanem a bent lévs igények szama allandé.



Sorbanallasi halézatok

Tipikus kérdések:

>

>

>

stabilitas feltétele az egész rendszerre;
a rendszer stacionérius allapota;
az egyes csoméponti szerverek atlagos kihasznaltsaga

atlagos késleltetés az egyes csomépontoknal és az egész
rendszerre;

rendszerben toltott id8 eloszlasa;
stb.



M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor
Emlékeztets. M/M/1 sor: 1 szerver, FIFO (érkezési sorrend
szerinti) kiszolgalas, végtelen buffer.
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Az M/M/c sorban c szerver (kiszolgalé egység) van és végtelen
buffer:
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Az M/M /oo sorban minden igény azonnal elkezd fix p rataja
kiszolgalast kapni. (A gyakorlatban ez annak felel meg, amikor egy
M/M/c sorban c értéke extrém nagy.)



M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor
Tekintsiink egy M/M/1, M/M/c vagy M/M/oo sort A érkezési
rataval. Egy szerver kiszolgalasi rataja .
Lemma
(a) Egy M/M/1 sor pontosan akkor stabil, ha p = \/u < 1, és
ilyenkor a stacionarius eloszlasa PGEO(1 — p).

(b) Egy M/M/c sor pontosan akkor stabil, ha p = % <1 ésa
staciondrius eloszlasa
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(c) Egy M/M/>o sor mindig stabil, és a stacionarius eloszlasa
POI(\/ ).



M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

Biz.
(a) Mar volt, a dinamikus egyensily egyenletekbdl adédik.

(b) Az (a)-hoz hasonléan a dinamikus egyensaly egyenletekbé!

adédik:
AXk = [ok+1Xk+1,
ahol
| kp hak<c-1,
Hk = cu hak>c;
innen

k41 [ kp/XA ha k <c—1,
x| cu/X hak>c,
amit mar csak rendezni és normalni kell.

(c) (b) rész xx képlete, csak most nincs k > c eset.



Kimeng folyamat

Tétel. (Burke)

Tekintsiink egy M/M/1, M/M/c vagy M/M/>o sort \ érkezési
rataval, és tegyiik fel, hogy a sor stabil és stacionarius.

Ekkor a sor kimené folyamata A paraméterii Poisson-pontfolyamat.

Megjegyzés. A kimené folyamatban nem jatszik szerepet a szerver
kiszolgalasi rataja. (Illetve annyiban igen, hogy a feltételek kozott
szerepel, hogy a sor stabil.)



Kimeng folyamat
Biz. (M/M/1 sorra, vazlat.)
Emlékeztets: a sorhossz staciondrius eloszlasa PGEO(1 — p).

Laplace-transzformaltak segitségével kiszamitjuk a tavozasi
id6kozok eloszlasat. Két eset lehetséges:

> p valdszinliséggel a sor nem iires, ekkor a kdvetkezé tavozasig
EXP(u) id6t kell varni, aminek Laplace-transzformaltja ﬁ;

> 1 — p valésziniiséggel a sor iires, ekkor elGszor meg kell varni
egy érkezést (EXP()\) id6), aztan annak a tavozasat (EXP(u)

N , A u
id6) — a Laplace-transzformalt 53 - Jh<.

Ez alapjan a D tavozasi idékdz Laplace-transzformaltja

D*(s) = +(1— . =
() pu—i—s ( p)A+s H+s
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Nyilt Jackson-héalézatok

A kovetkez8t nevezziik nyilt Jackson-halézatnak:
» a halézatban m darab M/M/1 szerver van, az i-edik szerver
kiszolgalasi ratdja pu;;
» az i-edik szerverhez a kiils6 igények egy ~y; paraméterii

Poisson-folyamat szerint érkeznek (a kiilonb6z8 i-kre
flggetlentl);

> ha az i-edik szerver kiszolgalt egy igényt, az igény P
valdszinliséggel beall a j-edik szerver soraba, illetve
1— ijzl P;; valésziniiséggel tavozik a rendszerbdl.

A P an. irdnyitasi matrix tulajdonségai:
> Pj>0 Vij=1,...,m,
> > Py <1 Vi=1,...,m-re, &s legalabb egy i-re < all.

Az ilyen tulajdonsagli matrixokat szubsztochasztikus matrixoknak
hivjuk.



Aciklikus Jackson-halézatok

A nyilt Jackson-halézatokon beliil egy hal6zat aciklikus, ha a
szerverek sorba rendezhet8ek Ggy, hogy a szerverek kdzott mindig
csak el6re felé van forgalom (vagyis nincs visszacsatolas).
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llyenkor i > j-re Pj =0, azaz P fels6-haromszog matrix.



Aciklikus Jackson-halézatok

Emlékeztets. Poisson-folyamatokra Unié és Ritkitas tétel.

Ha valamelyik szerver érkezési folyamata egy \; paraméterii
Poisson-folyamat, akkor a Burke-tétel szerint a kimeng folyamata is
az, ami aztan a ritkitas tétel miatt (kisebb paraméteri)
Poisson-folyamatokra oszlik és jarul hozza a késébbi szerverek
érkezési folyamatahoz.

Mivel a halézat aciklikus, ezért barmelyik szerver bemenetén
figgetlen Poisson-folyamatok adédnak, igy az unié tétel miatt a
késSbbi szerverek bemenete is Poisson-folyamat.



Forgalmi egyenlet

A kiilsé érkezéseket is figyelembe véve az i-edik szerver bemeneti
rataja

i—1
\i =i+ ) AiPi
j=1

Ez a \j-kre egy linearis egyenletrendszer, ami sorban elére haladva
expliciten megoldhaté.

Tétel.
A teljes rendszer pontosan akkor stabil, ha

Ai<pi Yi=1l,...,m.

Mi lehet a stacionérius eloszlas? Jon mindjart, de egybél altalanos
nyilt halézatokra, nemcsak aciklikusakra.



Forgalmi egyenlet

Olyan nyilt Jackson-halézatokra, amikben van visszacsatolas, az
egyes szerverek bemenetén talalkozé folyamatok fliggetlensége
sériilhet.

N

Emiatt a bemeneteken mér nem feltétleniil lesznek
Poisson-folyamatok. Ezzel egyiitt a hosszii tava atlagos érkezési
ratardl van értelme beszélni, és azzal hasonléan lehet szamolni,
mint a Poisson-folyamat paraméterével.




Forgalmi egyenlet

Azt mondjuk, hogy az i-edik szerver érkezési rataja \;, ha hosszd T
id6 alatt A; T + o(T) igény érkezik.

llyenkor a szerver kimeng rataja is \;, ami a Pj valésziniiségek
szerint oszlik szét és jarul hozza a tobbi szerver érkezési ratajahoz.

A kiilsé érkezéseket is figyelembe véve ez 6sszefoglalhaté egy
egyenletbe:

Tétel. (Forgalmi egyenlet)
)\,’ =+ Z )\jPJ','.

j=1

Tétel. (Stabilitas feltétele)
Egy nyilt Jackson-halozat pontosan akkor stabil, ha

No<pi Yi=1,....m.



Forgalmi egyenlet

Matrix-vektor alakban a forgalmi egyenlet
Al = P)=m;

Ha | — P invertalhaté (ehhez elégséges, ha minden szerverbdl a
forgalom egy része elébb-utébb tavozik a rendszerbdl), akkor a
megoldas

A=~(-P) L



Latogatasok szama
Jeldlje L;; azt, hogy egy igény hanyszor latogatja meg a j-edik
szervert a rendszerbdl val6 tavozasaig, feltéve, hogy most az i-edik
szerverben van.

Lemma

E(Lij) =[(I = P) i,

Biz. Az i-edik szerverbdl indulva a j-edik szerverbe val6 latogatasok
szamanak varhato6 értéke teljes varhato érték tétel alapjan

E(Lij) = 6ij+ Y PE(Ly)),
k=1
ami matrix alakban irva
L=1+PL,

aminek a megoldasa éppen

L=(I-P)



Stacionérius eloszlas

Egy Jackson-hal6zat pillanatnyi allapotat a (ki, ..., km) vektor irja
le, ahol k; az i-edik sorban allé igények szama. A (ki,..., km)
vektorra teljesiil a Markov-tulajdonség.

Ha a halézat stabil, akkor pontosan egy stacionarius eloszlas
|étezik, és a halézat barmilyen kezdeti értékbdl inditva a
stacionarius eloszlashoz konvergal.

Tétel. (Jackson)
Ha egy stabil nyilt Jackson-halézatban az i-edik szerver terhelése

pi = N\i/pi < 1, akkor a rendszer staciondrius eloszldsa

m

vetlkts - km) = [[ (1 — p2):
i=1



Stacionérius eloszlas

Biz. (vazlat) Ellendrizziik, hogy a megadott eloszlas teljesiti a
stacionarius eloszlas definicigjat.
Legyenek
> K= (kiy..., km),
> Kip = (kl, v kici ki1 ki, km);
> ,'HJ':(kl,...,k,'—1,...,kj+1,...,km);
> K,', = (kl, ey k,',l, k,‘ — 1, k,'+1, ey km).
Az egyes atmenetek jelentése:
» K — Kj;: kiilsé érkezés tortént az i-edik szerverbe (ennek a
ratdja v;);
» K — Ki_j: kiszolgélas tortént az i-edik szerverben és az igény
tovabbment a j-edik szerverbe (ennek a rataja Pjj;).

» K — K;_: kiszolgalas tortént az i-edik szerverben és az igény
tavozott a rendszerbél (ennek a rataja (1 —3_; Pj)ui).



Stacionérius eloszlas

Az el8bbi jel6lésekkel a stacionarius eloszlas egyenletei

Z ZPjiMjVst(KHj)+Mi 1—ZPU ver (Kit )+

i \J# J

1{ki > 0bvivee(Kio) + pivee(Kig) — vae(K) [ i+ i + > P
JF#i

minden lehetséges K-ra.

A fenti egyenletbe behelyettesitve vt (K) =[], pff"(l —pi)-t, a
szorzat alak miatt a legtdbb tényezé kiemelheté minden tagbdl, és
a visszamaradé tagok Osszege éppen a forgalmi egyenletet adja
(0-ra rendezve).

A Jackson-tétel szerint a rendszer stacionarius eloszlasa agymond
szorzat alaki: egybeesik azzal, mintha a sorok fiiggetlen, p;
terhelést M/M/1 sorok lennének.



Stacionérius eloszlas

Megjegyzések. Ha a halézatban nemcsak M/M/1 szerverek vannak,
hanem M/M/c vagy M/M /oo szerverek is, attél még miikddik
minden:
» a forgalmi egyenlet érvényes marad,
> a stabilitas feltétele is ugyantgy az, hogy minden egyes sor
stabil legyen,
» a haldzat stacionarius eloszlasa is szorzat alakd, a megfelel§
terhelésii sorok stacionarius eloszlasanak szorzata.

A Jackson-tételbdl viszont nem kdvetkezik, hogy az egyes sorok
érkezési folyamata fiiggetlen. Ha a halézatban van visszacsatolas,
akkor az egyes sorok érkezési folyamata nem fiiggetlen. De a
stacionarius eloszlas ilyenkor is szorzat alaka.



Atlagos rendszerben toltétt id6

Emlékeztets: a PASTA elv azt mondta ki, hogy ha egy
Markov-sorban az érkezési folyamat Poisson-folyamat, akkor
minden egyes beérkezs igény a stacionarius sorhossz eloszlast latja.

Ez igaz nyilt Jackson-halézatokra is.
Tétel. (Forgalmi tétel)

Barmely igénynek barmely sorba valé érkezésekor a latott
(beérkezési pillanat el6tti) sorhosszak egyiittes eloszlisa a teljes
halézatban stacionarius.

Tétel. (Atlagos rendszerben t5ltstt ido)

Ha egy igény beall az i-edik sorba, akkor onnantdl a rendszerbél
valé tavozasig sziikséges id6 varhato értéke

m

1
> l-P) ]ur N

Jj=1

Biz. Aszerint szamoljuk &ssze, hogy melyik sorba hanyszor allt be,



Zart Jackson-halézatok

A kovetkez6t nevezziik zart Jackson-hal6zatnak vagy
Gordon—Newell-halézatnak:
> a halézatban m darab M/M/1 szerver van, az i-edik szerver
kiszolgalasi rataja pu;;
> ha az i-edik szerver kiszolgélt egy igényt, az igény Pj
valésziniiséggel beall a j-edik szerver soraba.

Ezattal feltessziik, hogy nincsenek sem érkezé igények, sem tavozé
igények, a rendszerben |évé igények szama allandé.

[lyenkor

Py =1,
1

J

m

az iranyitasi matrix sztochasztikus.



Zart Jackson-halézatok

Zart Jackson-halézatokra stabilitast nem kell vizsgalni.

A forgalmi egyenletben nincs kiilsg érkezés:

A= in: Pj,')\j.
j=1

llyenkor a megoldas csak konstans szorz6 erejéig egyértelmi; a
normalizalds a rendszerben keringd igények szamabdl jon majd.
Jeldlje a rendszerben 1évé igények (fix) szamat K.



Zart Jackson-halézatok

Tétel. (Gordon—Newell)

A staciondrius eloszlas

m )\ k,—
vst(kl,...,km):H<{> :
j=1 M

ahol \j-k teljesitik a forgalmi egyenletet, és

m )\i k,—_
2l () =t

(kiy..o km):
kit +kn=K

(Ezzel az egyenlettel a \j-k mar egyértelmiien meghatarozottak.)

Biz. Ugyanigy csak ellenérizni kell a stacionarius eloszlas
egyenleteit, mint nyilt halézatokra.



Kitekintés: BCMP halézatok

Meddig lehet a Jackson-hal6zatokat altalanositani gy, hogy a
stacionarius eloszlas szorzat alakd maradjon? Ezek lesznek a BCMP
halézatok.

Két f6 szempontbél altalanosabbak a Jackson-halézatoknal:

» Az igényeknek lehet tobbféle tipusa. Az egyes szervereknél
tipustodl fiiggd kiszolgalasi rataban részesiilnek, és mas Pj;
valészintiségekkel mennek tovabb a halézatban.

» A szervereknél a kiszolgalasi id6 exponencialis, és a kovetkezé
kiszolgalasi elvek lehetségesek:

FIFO (ez az M/M/1 sor),

PS (processor sharing),

IS (infinite server, ez lényegében az M/M /oo sor),

és LIFO-resume, amikor a szerver egy igény kiszolgalasat

félbehagyja, majd ugyanonnan folytatja.
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