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Bevezetés

Emlékeztets. Egy folytonos idejii Markov-lancban egy adott
allapotban eltdltott id6 mindig EXP eloszlasi.

Lattunk mar ra példat, hogy ha egy allapotot lecseréliink egy 2
allapotbdl all6 mini Markov lancra, akkor az abban a 2 allapotban
egyiitt eltdltott id6 eloszlasa mar nem EXP. Ezt akarjuk tovabb
vizsgélni.

Altalaban egy Markov-lancban helyettesithetiink egy allapotot egy
tobb allapotbél allé mini Markov-lanccal. llyenkor a mini
Markov-lancnak mindig van egy nyel§ allapota.



Bevezetés

Példaul ha a mini Markov-lanc generatora
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ez annak felel meg, hogy amikor a nagy Markov-lanc belép a mini
Markov-lancba, akkor az els6 és masodik allapot kdzott ugral egy
ideig, majd amikor a harmadik (nyel6) allapotba lép, akkor
valéjaban tovabblép a nagy Markov-lanc egy masik allapotaba.

Emiatt a harmadik allapotot nem is szokas feltiintetni:
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1 =2



Bevezetés

Definicié. Az A négyzetes matrix szubgenerator matrix, ha
» A fgéatldbeli elemei negativak, f6atlén kiviili elemei
nemnegativak,
» A minden egyes sorGsszege legfeljebb 0, és legalabb egy
sordsszege szigortan kisebb, mint 0.
llyenkor A tekinthetd agy, mint egy nyel6vel rendelkezé Markov-lanc
generatora. A nyelBbe lépés ratdjat az egyes allapotokbdl a —Al
oszlopvektor adja meg, ahol 1 a csupa 1-esbél allé vektor.

A szubgenerator lényegében a szubsztochasztikus matrix
megfelel&je folytonos idejii Markov-folyamatokra.



Phase-type eloszlasok

Definicié. Legyen o n hosszi eloszlas vektor és A n x n-es
szubgenerator matrix. Ekkor PH(«, A) az az eloszlas, ami egy «
kezdeti vektorl, A generator(, nyel6vel rendelkezé Markov-lanc
elnyel6désének ideje.

A PH(«, A) eloszlas siirtiségfiiggvénye

f(t) = ae’t(—Al),
eloszlasfliggvénye

F(t) =1 — ae’l.

Az A-nak megfelel§ allapotokat (a mini Markov-lanc allapotait)
fazisnak hivjuk. A PH-eloszlas rendje a fazisok szama, vagyis n.



Exponencialis és Erlang eloszlas

Példa. Ha A egy 1 x 1-es matrix, akkor PH(«, A) az exponencilis
eloszlast adja vissza.

Példa. Ha A n x n-es,
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azaz a fazisok sorba vannak kotve, és « = (10 ...0), akkor
PH(«a, A) éppen n darab fiiggetlen EXP(\) eloszlas Gsszege, ami az
Erlang(\, n) eloszlas.

A A A A
Az Erlang(n, \) eloszlas siirliségfliggvénye
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Erlang eloszlas

Az Erlang eloszlas koncentralt az n/\ pont kdrnyékére; minél
nagyobb n, annal inkabb koncentralt. Az alabbi abran a kék gdrbe
az Erlang(10,5) eloszlas siirliségfiiggvénye, a sirga pedig az
Erlang(40, 20) eloszlas siirliségfiiggvénye:
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Erlang eloszlas

Egy X val6sziniiségi valtozé relativ szérasa (coefficient of variation)
D?(X) Jo© 2 (t)de
(EX? ~ (| e (e)de)?

cv(X) = ——= cv2(X) =

Példaul ha X ~ EXP(A), akkor cv(X) = 1.

Az adott rendii PH-eloszlasok koziil az Erlang-eloszlas a
legkoncentraltabb:

Tétel (Aldous-Shepp)
X ~ Erlang(n, \)-ra

és barmilyen X n-rendii PH-eloszldsra

1
2
X) > ~.

evi(X) = —.



Hiperexponencialis eloszlas

Példa. A hiperexponencialis eloszlasnal a fazisok
parhuzamosan vannak kotve:

~A 0 0 ... 0 H@H
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Hiperexponencialis eloszlas

Példa. ldénként lefagy6 szerverek kiszolgalasi idejét lehet
modellezni 2 allapota hiperexponencialis eloszlassal. Az egyik ag a
normal kiszolgélas exponencialis id6vel, a masik ag a lefagyas: a
szerver olyan allapotba keriil, ahonnan nem (vagy csak nagyon
sokara) tud kijonni. llyenkor a kiszolgalasi rata extrém kicsi.

Lemma
Ha X hiperexponenciilis eloszlasi, akkor

cv(X) > 1.

Nem biz., de a p;, \; értékekbdl kénnyen kiszamithaté.



Altalanos eloszlas kozelitése
Lattuk, hogy PH eloszlassal lehet j6l kozeliteni a determinisztikus
eloszlast (Erlang).

De vannak olyan PH eloszlasok is, amik nagy szérastak
(hiperexponencialis).

Vajon lehet-e tetszéleges folytonos eloszlast kozeliteni PH
eloszlassal?



Altalanos eloszlas kozelitése
Lattuk, hogy PH eloszlassal lehet j6l kozeliteni a determinisztikus
eloszlast (Erlang).

De vannak olyan PH eloszlasok is, amik nagy szérastak
(hiperexponencialis).

Vajon lehet-e tetszéleges folytonos eloszlast kozeliteni PH
eloszlassal? Igen!

Tétel
Tetszbleges g(t),t > 0 siriségtiiggvényhez és ¢ > 0 szdmhoz
létezik olyan (c, A) par, hogy

/OOO () — g(8)] < <.

ahol
f(t) = ae(—Al).



Altalanos eloszlas kozelitése

Biz. (vazlat.) Koncentralt Erlang-siiriiségfiiggvényekbdl szeretnénk
kikeverni a g filiggvényt. Ehhez a kdvetkez6 struktirat hasznaljuk
(an. hipo-Erlang eloszlas):

P1

a kovetkez8 paraméter-valasztasokkal:

A=n/T,
b = g(Ti/n)
l ZJ’?:1 g(Tj/n)’

a p;j val6szintiségii allapotbdl az elnyel6dés ideje Erlang(i, A), ami

az i/\ = Ti/n pontra koncentralédik. Ha n és T elég nagy, akkor
jo lesz a kozelités.

i=1,...,m



Erlang eloszlas

Az alabbi abran a kék siirtiségfliggvényt kozelitjiik; a sarga fliggvény
az el6bbi kozelités n = 20 és T = 10 valasztassal, a z6ld figgvény
pedig n = 100 és T = 10 valasztassal.
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Az abran latszik, hogy ahhoz, hogy j6 kozelitést kapjunk, n-et elég
nagyra kell venni. Altalaban olyan PH eloszlast talalni, ami alacsony
rendii és jo kozelités, nehéz feladat. Kulcsszé: phase-type fitting.



Zartsagi tulajdonsagok

Tétel

Ha X és Y fiiggetlen PH eloszlasi valésziniiségi valtozok, akkor
(a) X is PH eloszlasi, ha ¢ > O konstans;

(b) X + Y is PH eloszlasi;

(c) min(X,Y) is PH eloszlasi;

(d) max(X,Y) is PH eloszlasi;

(¢)

e) X és'Y keveréke is PH eloszlasi:

X  p valésziniiséggel
Z= oo
Y 1 — p valdsziniséggel



Zartsagi tulajdonsagok

(a) cX PH eloszlasa, ha ¢ > 0 konstans.
Megoldas. Ha X ~ PH(a, A), akkor cX ~ PH(a, A/c). (Az
id6t c-edrészére lassitjuk.)

(b) X + Y is PH eloszlasa.

Legyen X ~ PH(a, A), Y ~ PH(§, B); sorba kapcsoljuk
egymas utan a két Markov-lancot.

nO>-nOr

O/\—' O
A5

—A183




Zartsagi tulajdonsagok

(b) Matrix alakban &sszefoglalva X + Y ~ PH(~, C), ahol

[ A|-A1B
“=[ore]
v=(a0...0).

(—A1p diadszorzat, azaz a —A1 és a 3 vektorokat agy
szorozzuk Gssze, hogy 1 rangd matrixot kapjunk.)

(c) min(X,Y) is PH eloszlasa.

Megoldas. Ehhez prébaljuk meg parhuzamosan, fiiggetlenil
futtatni a két Markov-lancot, azzal a feltétellel, hogy ha
barmelyik elnyelédik, akkor vége a dalnak.



Kitérs: Kronecker 6sszeg és szorzat

Legyen X(t) folytonos idejii Markov-lanc az {1,2} allapottéren,
Y(t) pedig az {a, b, c} allapottéren; generatoraik

O =

o= 2 1] v

X(t) és Y(t) parhuzamosan, egymastdl fiiggetleniil zajlanak.
Legyen Z(t) = (X(t), Y(t)). Gondoljuk meg, hogy Z(t) is
folytonos idejii Markov-lanc. Mik az allapotai és hogy kaphatnank
meg a generatorat?



Kitérs: Kronecker 6sszeg és szorzat

A lehetséges allapotok 1a, 1b, 1c, 2a, 2b, 2c. Az 1a allapotbdl a
kovetkez8 atmenetek lehetségesek:

» la—1b. Ez akkor kdvetkezik be, ha Y(t)-ben torténik egy
a—b atmenet; ennek rataja 1.

» la—lcis 1 rataval.

» la—2a pedig akkor, ha X(t)-ben torténik egy 1—2 atmenet,
ennek rataja 1/2.

Osszességében Z generatora, Q7 a kdvetkezs:

la 1b lc 2a 2b 2c

la|-5/2 1 1 12 0 0
b| 1 -=3/2 0 0 1/2 0
lc| 3 0 -7/2 0 0 1/2
2a| 1 0 0o -3 1 1
2b| 0 1 0 1 -2 0
2¢| 0 0 1 0 -4




Kitérs: Kronecker 6sszeg és szorzat

Qz szerkezetét a kovetkezéképpen lehet megérteni: az Y(t)-beli
atmenetek pirosak, az X(t)-beli atmenetek kékek:

la 1b 1c 2a 2b 2c

la
1b
1c
2a
2b
2c

OO R WE ¥

O R O O % =
H O O ¥ O K
W= % O OonNH-H
O % = ONFO
* O RO O

A piros elemek tulajdonképpen Y generatora két példanyban
lemasolva. Ezt az Gn. Kronecker-jeldléssel lehet felirni.



Kitérs: Kronecker 6sszeg és szorzat

Egy A n X n-es és egy B m x m-es matrix Kronecker-szorzata
mn X mn-es matrix a kdvetkez§ struktaraval:

8118 8128 al,,B
3215 3225 e aan
AR B = i
anlB an28 e a,,,,B
Ezzel a jeldléssel

[« 1 1 0 0 07

1 = 0000

30« 000

LOQv=19 090 « 1 1
0 001 %0

00 0 3 0 x|




Kitérs: Kronecker 6sszeg és szorzat

Hasonléan az X(t)-beli atmenetekre

*x 00 3 00
000 %2 o0
{00 x 00 3
Ox@k=11 90«11
0101 % 0

[0 0 1 3 0 = |

végiil, bevezetve az

QxEQy =hRQy+Qx®Ah

Kronecker-Gsszeget, azt kaptuk, hogy

Qz = Qx ® Qy.




Zartsagi tulajdonsagok

Ha generatorok helyett szubgeneratorok vannak, akkor is pont
ugyanez a helyzet:

C=A9B;

ha Ais és B is szubgenerator, akkor mindkett6bdl a ,hianyzé” rata
az elnyel6déshez jarul hozza — az elnyel6dés ideje min( X, Y).
A kezdeti eloszlasok fiiggetlensége miatt a kezdeti vektor is

Kronecker-szorzat alaku:

T=a®p.



Zartsagi tulajdonsagok

(d) max(X,Y) is PH eloszlasa.

Megoldas. Ezattal ha az egyik Markov-lanc elnyelédik, attdl
még a masik tovabb zajlik, és meg kell varni, amig az is
elnyel6dik. Emiatt sziikség van olyan allapotokra is, amikor
mar csak vagy az egyik, vagy a masik zajlik.

AoB|-Al@l|1®—-Bl1
c=| o B 0 ,
0 0 A
y=(a®p30...0).



Zartsagi tulajdonsagok

(e) X és Y keveréke is PH eloszlasu:

X  p valésziniiséggel
Z = o
Y 1— p valésziniiséggel

Megoldas.




PH eloszlas siiriségfliggvényének alakja

Az Erlang(n, \) eloszlas siiriségfliggvénye

nyn—1
A"t ROY:

) ==

f(t) = ae”t(—Al) altalanos alakja

t) = ZCIPI sin W: t + le)) 7>\it7

ahol

» pi(t) polinom, és akkor jelenik meg, ha A-nak t8bbszords
sajatértékei vannak;

> sin-os tag akkor van, ha a mini-Markov lancban van kor
(ilyenkor A-nak van komplex sajatértéke).

Lasd még: matrixok Jordan-felbontasa, Jordan-blokk fiiggvénye.



Momentumok, Laplace-transzformalt

Az X ~ PH(a, A) eloszlas momentumai:
E(X¥) = kla(—A)~k1
A Laplace-transzformaltja
X*(s) = a(sl — A)"L(~AL),

ami mindig racionalis tortfliggvény alakd (polinom per polinom
alaka).

Vajon igaz-e visszafelé, vagyis ha X*(s) racionalis tortfiiggvény
alaku, abbdl kdvetkezik-e, hogy X phase-type eloszlasa?

Majdnem, de nem egészen.



PH eloszlas siiriségfliggvényének alakja

Tétel
Ha egy X nemnegativ folytonos valdsziniiségi valtozéra X*(s)
raciondlis tortfiiggvény alaku, akkor X siriiségfiiggvénye

f(t) = ae™(—Al)
alaki valamely A négyzet alaki matrixra és o vektorra.
Nem biz.

A-bana fgatlén kiviil is lehetnek negativ elemek, illetve a-ban is
lehetnek negativ elemek.



Kitekintés: ME eloszlasok
Es ez nagy baj amigy? Végiilis nem.

Definicié. Legyen o n hosszi vektor, melynek elemeinek &sszege 1,
és A n x n-es matrix. Ekkor, ha az

f(t) = ae™(—A1)

fliggvény nemnegativ minden t > O-ra, akkor ezt ME(«, A)
eloszlasnak hivjuk (ME mint matrix exponencialis).

Annyi a kiilénbség a PH eloszlasokhoz képest, hogy itt
megengediink A és « elemei kdzdtt negativ szamokat is. Viszont
emiatt nincs garancia arra, hogy f(t) nemnegativ, emiatt kiilon ki
kellett kétni. A mini Markov-lancos sztochasztikus interpretacio is
elvész.

Viszont az ME eloszlasokra az 6sszes analitikus formula pont
ugyanigy teljesiil, mint PH eloszlasokra, és ME eloszlasokkal
esetleg kisebb rendben is lehet jél kdzeliteni.



