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Ujrakiildéses M/M/1 sor

Az alap M/M/1 sornal egyetlen szerver van, és ha olyankor érkezik
egy igény, amikor a szerver épp dolgozik, akkor azt a szerver
eltarolja egy bufferben, majd amikor a szerver végzett a
kiszolgalassal, egybdl elkezdi a kdvetkezé igényt kiszolgalni.

Ha a szervernek nincs buffere, akkor amig a szerver épp dolgozik, a
beérkezg igények elvesznek.

Most egy olyan modellt vizsgadlunk meg, amikor a szervernek nincs
buffere, de mégis szeretnénk, hogy minden beérkezé igény
atmenjen.

Ezt (jrakiildéssel (retrial) oldjuk meg: ha olyankor érkezik egy
igény, amikor a szerver épp dolgozik, akkor a szerver visszajelez a
forrasnak, hogy az igényt nem tudja fogadni, a forras pedig
valamennyi (4ltalaban véletlen) idé malva Gjbél megprébalkozik a
kiildéssel.



Ujrakiildéses M/M/1 sor

llyenkor a korabban visszautasitott igények tulajdonképpen
hasonl6an véarakoznak, mint az alap M/M/1 sor esetén a bufferben,
azonban amikor a szerver felszabadul, akkor nem kezdi el egybél
kiszolgalni a kovetkezd igényt, hanem megvarja, amig valamelyik
forras ajrakiildi egy igényt.
Az djrakiildéses M/M/1 sor a kovetkezs:
> a szerver egy igényt EXP(u) id6 alatt szolgal ki (azaz a szerver
kiszolgalasi rataja p);
> az igények )\ rataja Poisson-folyamat szerint érkeznek;
> (itkdzés esetén egy igényt a forras EXP(),) id6 malva prébal
ajrakiildeni (azaz az djrakiildés rataja \,).
(Lényegében az érkezés, az djrakiildés és a kiszolgalas is
memd&riamentes. )



Ujrakiildéses M/M/1 sor

Tekintsiik a (C, N) part, ahol N az ajrakiildésre varé igények
szama, és C értéke 0 vagy 1 aszerint, hogy a szerver éppen szabad
vagy dolgozik.

A korabbi feltételek mellett (C, N)-re teljesiil a Markov-tulajdonsag,
azaz (C(t), N(t)) egy folytonos idejii Markov-lanc.

Az allapotgrafja a kdvetkezd:

(0,0) (0.1) (0.2)
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Ujrakiildéses M/M/1 sor

Tétel
Egy djrakiildéses M/M/1 sor pontosan akkor stabil, ha

A
p=—<1
I

Biz. (vazlat): Osszehasonlitjuk az alap M/M/1 sorral.

Egy alap M/M/1 sor 0, 1, 2, 3,...4llapotai megfelelnek az itteni
(0,0), (1,0), (1,1), (1,2),... allapotoknak.

Annyi a kiildnbség, hogy az Gjrakiildéses M/M/1 sor az (1, n)
allapotbdl két lépésben jut el az (1,n — 1) allapotba:

(1,n) = (0,n) — (1,n— 1), és ez plusz EXP(n)\,) idét jelent az
alap M/M/1 sorhoz képest.

n — oo esetén EXP(n\,) — 0, azaz a plusz varakozas nagy n

esetén elhanyagolhaté, és a stabilitasi feltétel ugyanaz, mint az alap
M/M/1 sorra, vagyis p = \/p < 1.



Ujrakiildéses M/M/1 sor

Tétel
Egy stabil djrakiildéses M/M/1 sor stacionarius eloszlasa

n n—1
p . 2
Pom = 25z [T+ A = p)3
ri=0
pn+1 n ) 2 41
Pi,n) = Y H()\ +iA)(1 = p)Ar
ri=1

Nem biz., de csak be kell helyettesiteni a stacionarius eloszlas
definicigjaba.



Ujrakiildéses M/M/1 sor

Tovabbi teljesitményjellemzék.

A rendszerben 1év§ igények atlagos szama (beleértve azt, amit
éppen kiszolgal a szerver, és az Gjrakiildésre varé igényeket is):

[e.o]

1% )\ + )\r
L= Z np(o,n) + (n+ 1)P(l,n) = (i—p))x)
n=0 r

Egy igény atlagos rendszerben toltott ideje (Little-formula alapjan):

AN
(1 - p):u>\r



Kozeghozzaférés

Az ajrakiildéses M/M/1 sorban ha A, értéke nagy, akkor az
Gjrakiildések soran gyakran lesznek iitkdzések. Ezt az Gjrakiildéses
M/M/1 sor nem biinteti, vagyis a szervert nem zavarja, ha
kiszolgalas kdzben mas forras is prébal adni. Ez a gyakorlatban sok
esetben nem realisztikus.

Megvizsgaljuk a masik végletet is: amikor iitk6zés esetén a
kiszolgalas azonnal megszakad és az addigi kiszolgalas karbavész.
Ez realisztikus helyzet példaul radiés kommunikacié esetén, amikor
sok terminal prébal kommunikalni egy bazisallomassal.

llyen helyzetekben kiildndsen nagy jelent&sége van a
kdzeghozzaférési protokollnak (medium access control, MAC),
vagyis annak, hogyan kezeljiik az iitkdzéseket, és hogyan
szabalyozzuk, hogy melyik forras hogyan fér hozza a
szerverhez /csatornahoz.



ALOHA protokoll

Az ALOHA protokoll két csatornat hasznal: a f6 csatornan a
forrasok adnak a szervernek, a masik csatornan a szerver jelzi a
sikeres atvitelt a forrasoknak.

Ha egy forras adott hatarid6ig nem kap visszajelzést, akkor
feltételezi, hogy az atvitel sikertelen volt, és atvalt ajrakiildés
izemmodba. llyenkor ugyanazt az iizenetet ismétli mindaddig, amig
sikeres nem lesz az atvitel.

Ha minden forras azonnal Gjrakiildene a hatarid6 lejarta utan, akkor
pontosan ugyanazok a forrasok ismét iitkdznének. Ennek elkeriilése
érdekében a forrasok Gjrakiildés elétt véletlen ideig varakoznak.

Ennek kovetkezménye egy tradeoff: ha tal rdvid a varakozas az
ajrakiildés el6tt, gyakori lesz az iitkdzés; ha tal nagy a varakozas,
ritkabbak lesznek az (itkdzések, viszont az atvitel ideje hosszabb
lesz.



ALOHA protokoll

Az ALOHA protokoll problémai.

Mivel a forrasok az iitk6zésrél nem az iitkdzés pillanataban
értesiilnek, csak a hataridé lejartakor, ezért litkdzés utan még
hosszi ideig adnak feleslegesen.

Ez kiilondsen a hosszabb ilizenetek esetében problémas, amik
egyrészt eleve sokaig blokkoljak a csatornat, masrészt az iitkdzés
esélye is nagy.

Ezért a javitott valtozatat, a réselt ALOHA protokollt fogjuk
vizsgélni és elemezni.



Réselt ALOHA protokoll

A réselt (slotted) ALOHA protokollnal az id6t rovid, T hosszisagu
diszkrét ablakokra (résekre) osztjuk. A forrasok minden ablak elején
adhatnak.

A forrasok felosztjak az atkiildends forgalmat is olyan egységnyi
csomagokra, amelyek egy ablakban atvihetéek a csatornan.

A sikeres atvitelrdl idealis esetben az ablak végén egybél kap
értesitést a forras (és igy a sikertelen atvitel is kideriil ugyanakkor),
de altalaban lehet, hogy csak D, ablakkal késébb.

Utkozés esetén a késleltetés ideje véletlenszer(i, egész t6bbszorose
az ablakméretnek.



Réselt ALOHA protokoll

Tegyiik fel, hogy a csomagok A paraméterii Poisson-folyamat
szerint érkeznek a forrasokbél. Minden csomag megvarja a
kovetkezd idGablak elejét.

Ha az id6ablak mérete T, akkor az egy id6ablakban érkezé qj
csomagok szama X ~ POI(AT).

Egy ablakban akkor van sikeres atvitel, ha pontosan egy csomag
érkezik alatta. Ha nem lennének ajrakiildott csomagok, hanem csak
az (j csomagok érkeznének, akkor egy id8ablakban a sikeres atvitel
valésziniisége

p=PX=1)=ATe T

lenne. (Ez az érték egyattal a csatorna kihasznaltsaga is.)

De vannak (jrakiildott csomagok is, ezeket is figyelembe kell
venniink.



Réselt ALOHA protokoll

Az ajrakiildott csomagok figyelembevételéhez azt tessziik fel, hogy
az (j és az Gjrakiildott csomagok egyiittesen is Poisson-folyamatot
alkotnak (ez az Un. zero order feltevés).

Ez a feltevés nem teljesen jogos, de j6 kdzelitésnek tekinthets. Az
(j érkezések valéban Poisson-folyamatot alkotnak, az djrakiild6tt
csomagok kdziil viszont azok, amik azonos ablakban iitkdztek, nem
teljesen fliggetlenek, de ha a késleltetés aranylag nagy szérasd,
akkor kozel fiiggetlenek.



Réselt ALOHA protokoll

Legyen az (j és Gjrakiildott csomagok egyiittes (aggregalt) rataja
Aa.

A kdvetkez6 két kérdést vizsgaljuk:
» Hogyan éllitsuk be X\ ismeretében az id6ablakok T hosszat?

» Hogyan lehet \ és T ismeretében kiszamitani )\, értékét?

A két kérdést konnyebb egyszerre megvalaszolni.

Az els6 észrevétel, hogy az xe ™ fiiggvénynek a maximuma az
x =1 pontban van és a maximum értéke 1/e ~ 0.3679.

o
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Réselt ALOHA protokoll

Ha az aggregalt érkezési rata A,, akkor egy kiildésre a sikeres
atvitel valésziniisége
AaTe 2T,

Mivel az xe™* fliggvény maximuma x = 1-ben van, ezért ez akkor
lesz maximalis, ha A\, T =1, azaz

T =1/\,

Ekkor minden kiildésnél 1/e valészintiséggel lesz sikeres az atvitel,
igy egy 4] érkezés osszesen GEO(1/e) kiildés utan fog dtmenni.
Ennek varhaté értéke 17171/e azaz

A
A‘?'_1—1/6-’
T:1—1/e'

A



Réselt ALOHA protokoll

Fébb teljesitményjellemzsk.

Optimalisan beallitott réselt ALOHA protokollra a csatorna

kihasznaltsaga
p=1/e~ 0.3679.

Egy csomag rendszerben toltott ideje az az id6, amennyi az
érkezésétd| a sikeres atvitel visszajelzéséig kell. Ennek varhaté
értéke

1

T ( ! 1) (Dack + E(W)),

1-1/e

ahol E(W) az iitkdzés utani késleltetés varhato értéke.



Réselt ALOHA protokoll

Mivel az xe™ fliggvény elég lapos a maximumhelye kdzelében,
ezért nem nagy baj, ha az id6ablak hosszat nem teljesen pontosan
allitjuk be a forgalmak érkezési ratajahoz.

Szuboptimalisan beallitott ALOHA protokoll esetén a A\ érkezési
rata és T idGablak hossz fiiggvényében \, értékét a

A

Y
1—NTe AT

implicit egyenlet (numerikus) megoldasa adja meg.

A csatorna kihasznaltsaga

p=NTe T,
Egy csomag atlagos rendszerben toltott ideje

1 1
D=—————T+|—r=—=—-1](D E(W)).
1— N, Te AT +<1—)\3Te—/\aT )( ack + E(W))



Réselt ALOHA protokoll

A zero order feltevés elfedi annak a jelentGségét, hogy az litkdzés
utan mennyi a késleltetés, pedig a gyakorlatban ez is fontos.

Gyakran szoktak exponencialis back-off-ot alkalmazni, ami azt
jelenti, hogy elsé litk6zésnél a késleltetés egyenletes egy [0, Dp]
intervallumbdél, a masodik iitkdzésnél egyenletes a [0,2Dp], majd a
[0,4Dy] stb. intervallumbdl. Egy széles intervallumbdl vett
egyenletes eloszlas azért praktikus, mert ebben az esetben a zero
order feltevés |6 kozelitéssel teljesiil.

Az egyre nové intervallumok miatt a Markov-tulajdonsag csak
akkor teljesiil a rendszerre, ha az Gjrakiild6tt igényeknél azt is
tudjuk, hany itkdzésen vannak tal. De ezt altaldban mar nem
szoktuk figyelembe venni.



CSMA és CSMA/CD protokollok

Vezetékes rendszereknél el6fordul, hogy van lehetéség arra, hogy az
itkdzést maguk a forrasok is észleljék (esetleg késleltetéssel), és
reagaljanak ra. A lehetséges reakciok:

> ha egy forras tudja még kiildés el6tt észlelni, hogy masik forras
is ad, akkor 6 nem kezd el adni, ez a CSMA (carrier sense
multiple access);

> ha az iitkdzést csak késleltetve veszik észre, akkor még mindig
megtehetik, hogy az iitkdz6 forrasok leallitjak az adast, ez a
CD (collision detection).



Réselt CSMA protokoll

A réselt (slotted) CSMA protokoll esetén barmelyik aktiv forras =
id6 alatt észlelni tudja a tovabbi forgalmakat a csatornaban.
Tipikusan 7 < T, és feltessziik, hogy T egész tobbszérdse T-nak
(pl. T =107). Tulajdonképpen ilyenkor 7 lesz a legkisebb
id6egység, amit vizsgalunk.

A protokoll m(kédése a kdvetkezd:

» Ha egy forras ad, akkor iitkézés csak a kdvetkezé 7 hosszl
idéablak végeig lehetséges.

» Utkozés esetén T hossza idészak elvész, utdna a csatorna
szabad, az iitkdz6 forrasok pedig majd véletlen késleltetés utan
prébalnak Gjrakiildeni.

» Ha viszont nincs iitkdzés a kdvetkez8 T hosszi id6ablak végéig,
akkor Gsszesen T ideig a tobbi forras nem ad, hanem
megvarjak, amig az aktiv forras befejezi az adast.



Réselt CSMA/CD protokoll

A réselt CSMA/CD protokoll esetén barmelyik aktiv forras 7

id6 alatt észlelni tudja a tovabbi forgalmakat a csatornaban.
Tipikusan 7 < T, és feltessziik, hogy T egész tobbszérdse T-nak
(pl. T =107). Tulajdonképpen ilyenkor 7 lesz a legkisebb
id6egység, amit vizsgalunk.

A protokoll m(kédése a kdvetkezd:

» Ha egy forras ad, akkor iitkézés csak a kdvetkezé 7 hosszl
idéablak végeig lehetséges.

» Utkozés esetén 7 hosszl idGszak elvész, utana a csatorna
szabad, az iitkdz6 forrasok pedig majd véletlen késleltetés utan
prébalnak Gjrakiildeni.

» Ha viszont nincs iitkdzés a kdvetkez8 T hosszi id6ablak végéig,
akkor Gsszesen T ideig a tobbi forras nem ad, hanem
megvarjak, amig az aktiv forras befejezi az adast.



Réselt CSMA protokoll elemzése

A réselt CSMA protokoll elemzéséhez ismét a zero order feltevéssel
dolgozunk, tehat feltessziik, hogy az (] és Gjrakiildott érkezések
egylitt A, ratajo Poisson-folyamat szerint érkeznek.

A csatornan haromféle idészakot kiilonboztetiink meg:
» tétlen (idle, 1): ilyenkor a csatorna szabad,
» iitkdzés (collision, L),

» sikeres kiildés (success, S): ilyenkor a csatornan atmegy
egyetlen csomag, és amig at nem ér, a tobbi forras nem ad.

Az egyes T hosszii idGablakokok is besorolhatéak a 3 allapot
valamelyikébe. Ugyan az id6ablakok sorozatara nem teljesiil a
Markov-tulajdonsag, de az egyes szakaszok végén lévé pillanatokban
a rendszer memdriamentes, tehat ha az egyes szakaszok végén |évé
pillanatokba beagyazott folyamatot nézziik, az mar egy diszkrét
ideji Markov-lanc. Kiszamitjuk az dtmenet-valésziniiség matrixot.



Réselt CSMA protokoll elemzése
Egy tétlen idGszak akkor ér véget, amikor el8szor ad legalabb egy
forras egy 7 hosszii ablakban. Jeldlje X ezen forrasok szamat. Ezen
belul ha X = 1, akkor a kuldés sikeres, ha X > 2, akkor litkdzés
van. Ezek alapjan

NTe T

=PX=1X>1)= ——

PI—>S ( | jtil ) 1_6_)\37.7
1— (14 M7)e e
pi-L=PX22[X=1)= (1 j:—QTe :

(A feltételes valdsziniiség annak felel meg, hogy a tétlen idészak
végén néziink ra a rendszerre.)

Altalaban tétlen id6szakot vagy iitkdzés, vagy sikeres kiildés kovet,
utana mindig ismét tétlen idészak kovetkezik. Mas atmenet nem
lehetséges. Ez alapjan

Ps—1 = pL—1 =1,

PS—S = PL—L = PL—L = PL»S = Ps—1 = 0.



Réselt CSMA protokoll elemzése

A beagyazott Markov-lanc atmenetmatrixa az el8bbi értékekbdl
Osszerakva

17(1+A37)67A37 AaTe"raT

1—e— a7 1—e—AaT
P=11 0 0 ;
1 0 0

az ehhez tartozé (bedgyazott) stacionarius eloszlas

2 2 1— e HaT 21— e Nt

<1 1 1—(1+X7)e ™ 1 Aare—m>
Ust = Py

Az L és S idészakok hossza T, az | szakaszok pedig GEO(1 — e™*2")

Te~AaT

1

darab 7 hosszi ablakbdl allnak, aminek vérhat6 értéke < — -



Réselt CSMA protokoll elemzése

A beagyazott stacionarius eloszlast Gjrasilyozva az egyes id6szakok
atlagos hosszaval megkapjuk az egyes idészakok hosszi tavi
id6atlagat (ami lényegében a stacionarius eloszlashoz hasonlé olyan
folyamatokra, amikre nem teljesiil a Markov-tulajdonsag):

Te AT
V) =
T T e )+ re N
Vi T(1— (14 X7)eNaT)
L= T(1—e ) e e’
Vs = TA,7e AT

T(l—e )+ 7e AT

A CSMA protokoll 16 el6nye, hogy a 7 révidebb idablakokban
jelentGsen nagyobb annak az esélye, hogy csak egy forras ad
egyszerre, és emiatt sokkal gyakoribb lesz a sikeres kiildés.



Réselt CSMA protokoll elemzése

A réselt CMSA protokoll esetén a csatorna kihasznaltsédga

TA,Te T
T(l—e 7))+ 7e a7

Altaldban 7 és \ a csatornara jellemz6, adott érték, amikbsl A, a

A

S
T 1= Nre et

implicit egyenletbsl szamolhat6 ki. T értékét pedig mi allitjuk be
numerikus optimalizalas alapjan.
Csak egy példa: A =0.3,7 =1 esetén \, =0.413,és T =10
valasztassal

p = 0.676.

Altalaban minél kisebb 7, annal magasabb p-t lehet elérni.



Réselt CSMA/CD protokoll elemzése

A CSMA/CD protokollnél az egyetlen kiilonbség a CSMA-hoz
képest, hogy litkdzés esetén az elvesz8 idGszak hossza nem T,

hanem csak 7. llyenkor az ug bedgyazott stacionarius eloszlast
ennek megfelelgen salyozzuk:

Te AT
V) =
: T(1 — A\yTe2T) + TAy7e e’
Vv (1 — (14 \,7)e7)
T T = hare N7 & Thgre ar’
Vs = Thme T

(1 = AgmeT) + TAme AT

A CSMA protokoll f6 el6nye, hogy a 7 révidebb id6ablakokban
jelentsen nagyobb annak az esélye, hogy csak egy forras ad
egyszerre, és emiatt sokkal gyakoribb lesz a sikeres kiildés.



Réselt CSMA protokoll elemzése
A réselt CMSA/CD protokoll elemzése analég a CMSA-val, példaul

Thme T
(1 — A\yTe 7)) + TA7e e

A )\,-ra vonatkozé egyenlet is identikus:

A

A —
Pl Are T

T értékét pedig mi allitjuk be numerikus optimalizalas alapjan, csak
ezattal a fenti p formulat kell optimalizalni.

Osszességében a CSMA-hoz képest amiatt, hogy itt csak 7 id§
veszik el litkozésnél (a CSMA-nal T), a kihasznaltsaggal még
magasabbra is fel lehet menni, pl. 0.8 folé. Altalaban minél kisebb
7, annal magasabb p-t lehet elérni. (Specialisan 7 — 0 esetén
p—1)



