Teljesitményelemzés
1. feladatsor - diszkrét és folytonos ideji Markov-lancok
2024. 6sz
. Egy részeg kiorbe-korbe bolyong a faluban. A falu térképe a kovetkezd:

A B

Amikor a részeg megérkezik egy sarokra (A, B, C vagy D), taldlomra valasztja ki a kiovetkezs irdnyt a
lehetséges utcak koziil, kivéve azt az irdnyt, amerrdl legutobb jott.

A részeg altal meglatogatott utcasarkok sorozata Markov-lancot alkot-e? Ha nem, javasoljunk helyette
egy Markov-lancot, ami leirja a bolyongast.

. Egy 8 x 8-as sakktablan egy huszar lépked véletlenszertien agy, hogy minden egyes 1épésben a lehetséges
(a) Gondoljuk meg, hogy X,, Markov-lanc. Irreducibilis-e a Markov-lanc? Aperiodikus-e?

(b) Adjuk meg a stacionérius eloszlasét.

(c) Tegyiik fel, hogy most az A1 mez6n &ll a huszar. Mekkora a valoszintsége, hogy 99 lépés utan ismét

az Al mezén all? Es 100 lépés utan?

. Egy Markov-lanc 4tmenet-matrixa a kdvetkezs:

0 1 0
2/3 0 1/3
0 1 0

(b) Irreducibilis-e a Markov-lanc? Aperiodikus-e a Markov-lanc?

(c) Tegyiik fel, hogy az 1-es allapotbdl indul. Mekkora a valészintisége, hogy 2 1épés mulva ismét az 1-es
allapotban van? Es 3 1épés milva?

(d) Tegyiik fel, hogy az 1-es allapotbdl indul. Mekkora a valészintsége, hogy 100 lépés mulva ismét az
1-es allapotban van? Es 101 1épés milva?

(e) Hosszu tavon az id6 mekkora részében van az 1-es allapotban?

. Jonéas kedvenc szamitogépes jatékdban 3 palya van. Ha az 1-es palyat sikeriil teljesitenie, tovabblép a 2-es
palyara, de ha nem, akkor ismét az l-est kell megprobalnia. Ha a 2-es palyat teljesiti, tovabblép a 3-as
palyara, de ha nem, visszaugrik az 1-es palyara. A jatékot akkor nyeri meg, ha a 3-as palyat is teljesiti. A
3-as pélya utdn mindenképpen az 1l-es kivetkezik. Az 1-es palyat 3/4 eséllyel teljesiti (az el6zményektol
fliggetleniil), a 2-es palyat 2/3 eséllyel, a 3-as pélyat 1/2 eséllyel. Jelolje X,, azt, hogy n palya utan éppen
melyik palyan jatszik.

(a) Gondoljuk meg, hogy X, Markov-lanc. Adjuk meg az atmenetmatrixot. Milyen a Markov-lanc
irreducibilitas és periodicitas szempontjabol?

(b) Tegyiik fel, hogy most az 1-es palya kiovetkezik. Mekkora a valoszintisége, hogy sikeresen teljesiti
mindharom palyat egyhuzamban?

(c) Tegyiik fel, hogy most az 1-es péalyanal tart. Mekkora a valoszintisége, hogy 2 palyaval késGbb ismét
az l-es palyanal tart?

(d) Tegyiik fel, hogy most az 1-es palyanal tart. Mekkora a valoszintisége, hogy 20 palyaval kés6bb ismét
az 1l-es palyanal tart?

Atlagosan a probalkozasok mekkora részét tolti az 1-es palyaval hosszi tavon?
Mekkora a valdszintsége, hogy 20 palya mulva éppen megnyeri a jatékot?
Atlagosan hany palyat kell végigjatszania ahhoz, hogy egyszer megnyerje a jatékot?

Az els6 palya atlagosan 6 percig tart (sikerességtol fiiggetleniil), a masodik 12 percig, a harmadik 18
percig. Mennyi id6t tolt egy palyéaval atlagosan?



5. A Soder kft. kétféle munkéat vallal: A és B tipusut. Az A tipusi munka 1 hénapig tart, és a bevételiik beléle
1,4 milli6 forint, a B tipusi munka 2 honapig tart és a bevételiik beléle 2,7 millié forint. Minden hénap
elején vesznek fel rendelést, feltéve, hogy nem tartanak éppen egy B tipusii munka kézepén. Minden hénap
elején 60% eséllyel érkezik megrendelés B tipust munkara és 50% eséllyel A tipust munkara (fiiggetleniil).
Ha mindkét fajta megrendelés érkezik, akkor egy A tipusut fogadnak el.

(a) Modellezziik a Soéder kft. havi tevékenységét Markov-lanccal. Mik legyenek az allapotok? Mik az
atmenetvaloszintiségek?

(b) Szamitsuk ki a stacionérius eloszlast. Ez alapjan adjuk meg, mennyi a Soder kft. atlagos havi bevétele
hosszu tavon.

(c) Atlagosan mennyi id6 telik el két tétlen honap kozott?

(d) A cégvezetés azon gondolkodik, hogy érdemes-e preferdlni inkabb a B tipust munkat olyankor, amikor
mindkettore érkezik megrendelés. Segitsiink nekik a déntésben!

6. Ott6 munkahelyén minden dolgozot az {1,2,3, 4,5} kategoria valamelyikébe sorolnak. Otté minden hénap
végén a korabbi honapoktol fiiggetleniil 1/2 valoszintiséggel eggyel magasabb kategoriaba kertil (az 5-6s ka-
tegoridban helyben marad), 1/3 valoszintiséggel eggyel alacsonyabb kategoriaba keriil (az 1-es kategoridban
helyben marad) és 1/6 valészintiséggel ugyanabban a kategoridban marad.

(a) Szamoljuk ki a stacionarius eloszlast.

(b) Az egyes kategoridkban fizetési bonuszt kapnak; a bonusz Gsszege rendre 0, 10000, 20000, 30000,
40000 forint. Szamitsuk ki, hosszi tavon Ott6 atlagosan mennyi bonuszt kap.

7. Géza bacsi minden reggel % eséllyel megveszi az aznapi Gjsadgot és beteszi a tobbi kdzé. Vacsora elGtt

a felesége % eséllyel az egész ujsdgkupacot kidobja (akar hozott Géza bacsi ujsagot, akadr nem). Ha
Osszegytlik 4 Gjsdg, azonnal kidobja Gket. Egy este vacsora utan meglatogatjuk Géza bacsiékat. Mi az

ekkor az ujsagkupachan 1évé Gjsagok szamanak eloszlasa? Mennyi az Gjsdgkupac atlagos mérete?

8. Jénas gépjarmi-felelGsségbiztositoja 4 kategéridba osztja az tigyfeleket: 1, 2, 3, 4. Ha egy {igyfél egy éven
at nem okoz balesetet, egy kategoriaval feljebb keriil (illetve ha a 4-esben volt, akkor ott marad). Ha egy
iigyfél sulyos balesetet okoz, akkor a kévetkezs évben az 1-es kategoriaba keriil. Ha egy iigyfél egy adott
évben konnyii balesetet okoz, de silyos balesetet nem, akkor a kévetkezs évben egy kategoriaval lejjebb
keriil (ha az 1-esben volt, akkor ott marad).

Jonas egy év alatt 1/12 eséllyel okoz stlyos balesetet, és 1/4 annak az esélye, hogy okoz kénnyt balesetet,
de stlyosat nem.
(a) Modellezziik a folyamatot Markov-lanccal. Mik az allapotok? Adjuk meg az dtmenetmatrixot. Mi-
lyen a Markov-lanc irreducibilitas és periodicitas szempontjabol?

(b) Mekkora a valoszintisége, hogy Jonas két év mulva a 2-es kategoridba tartozik, ha most a 4-es kate-
goridban van?
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Mekkora a valdszintsége, hogy 10 év mulva a 2-es kategéridba esik?
(d) Hosszu tavon az évfordulok mekkora része olyan tipusi, hogy 3-as kategoriabol 4-es kategoridba lép?

Az egyes kategoridk esetén az éves dij rendre 120000, 72000, 54000, 36000 forint. Mennyi a Jonas
altal fizetett éves dij hossza tavon atlagosan?
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9. A Falab FC az egyetemi focibajnoksagban jéatszik. A bajnoksiagnak 3 osztalya van: A, B és C. A C
osztalybol 2/3 valosziniséggel feljutnak a B osztalyba a kiovetkezs szezonra, egyébként maradnak a C
osztalyban (az el6zményektdl fiiggetleniil). A B osztalybol 1/2 valoszintséggel feljutnak az A osztalyba,
1/3 valoszintséggel maradnak a B osztilyban és 1/6 valoszintséggel visszaesnek a C osztalyba. Az A
osztalyban 1/10 valosziniiséggel megnyerik a bajnoksagot, 2/5 valoszintiséggel nem nyernek, de maradnak
az A osztalyban, 1/2 valoszintséggel pedig kiesnek a B osztélyba.

(a) Modellezziik a Falab FC szezononkénti szereplését Markov-lanccal. Mik az allapotok? Adjuk meg az
atmenetmatrixot. Irreducibilis-e a Markov-lanc? Aperiodikus-e?

(b) Tegyiik fel, hogy most a C osztélyban vannak. Mekkora a valoszintsége, hogy 2 szezonnal késGbb a
B osztalyban vannak?

(c) Tegyiik fel, hogy most a C osztalyban vannak. Mekkora a valoszintisége, hogy 20 szezonnal késGbb a
B osztalyban vannak?

(f) Mekkora az esélye, hogy 10 szezon miulva a szezon végén kiesnek?

(e) Atlagosan hany szezon telik el bajnoki cim kzott?



10.

11.

12.

13.

Egy gép Exp(0,1) ideig miikddik (6raban mérve), majd elromlik. Ha elromlott, azonnal elkezdik javitani;
a javitas Exp(0,9) ideig tart (6raban), és fliggetlen a miikodési idGszak hosszatol.

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejti Markov-lanccal! Mik az allapotok? Irjuk fel az infinitezi-
maélis generatort.
(b) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Hosszu idG alatt a teljes id6 mekkora része telik javitassal?

(¢) Amig a gép miikodik, éranként 14000 forint bevételt termel. A szerels o6radija 7000 forint. Mekkora
atlagos ,nettd” bevételt termel 6ranként a gép hosszu tavon?

(d) Adjuk meg a bedgyazott diszkrét idejd Markov-lanc atmenet-valoszintiség matrixat.

Egy bankfiokban két ablaknal szolgaljak ki az ligyfeleket. Az iigyféltérben egyszerre legfeljebb 5 tigyfél
tartozkodhat (beleértve az éppen kiszolgalas alatt 1évéket is). Amikor az tigyféltér tele van, a biztonsagi
6r automatikusan elkiildi a tovabbi iigyfeleket. A bankfiokba atlagosan 5 percenként érkezik egy tigyfél.
Egy tigyfél kiszolgalasa atlagosan 8 percet vesz igénybe. Ha egy iigyfelet kiszolgalnak, a sorban kovet-

kez$ azonnal bedll a felszabadulé ablakhoz. Ha mindkét ablak szabad, amikor egy tigyfél érkezik, akkor
taldlomra &all be valamelyikhez.

(a)

(b) Hatarozzuk meg (X(¢),t > 0) stacionarius eloszlasat.
(c)

(d
(e
(f
(8

Modellezziik a rendszert folytonos ideji Markov lanccal. Irjuk fel X (¢) generatorat.

Mekkora a valdszintsége, hogy egy véletlen id6pontban a fickban 3 iigyfél tartozkodik?

) Hosszu tavon atlagosan hany iigyfél tartozkodik a fiokban egyszerre?
) Az tigyfelek mekkora részét kiildik el amiatt, hogy az ligyféltér tele van?
Atlagosan mennyi id6t tolt egy iigyfél a bankfiokban?

)
) Az id6 mekkora részét tolti tétleniil az elsd ablaknél dolgozé tigyintézs?

Egy tigyvédi irodaban 3 iigyved dolgozik. Mindegyik tigyvéd egyszerre legfeljebb 1 iigyon dolgozik (és
minden elvallalt igyon csak 1 tigyvéd dolgozik). Az iroddba atlagosan havonta 1 felkérés érkezik Poisson-
folyamat szerint; csak akkor véllalnak el egy tigyet, ha éppen szabad valamelyik tigyvéd (ha t6bb is szabad,
akkor sorsolassal dontik el, kié az tigy). Egy ligy atlagosan 3 honapig tart.

(a) Jelolje X; a foglalt iigyvédek szamat a t idépontban. Mit kell még feltenni a megadott informéacidkon
kiviil, hogy X folytonos ideji Markov-lanc legyen? Adjuk meg az allapotokat és a generétort.

(b) Most éppen mindharom iigyvéd foglalt. Mekkora az esélye, hogy 3 nap mulva méar csak két tigyved
lesz foglalt (a 3 napot tekinthetjiik 1/10 honapnak).

(c) Hosszu tavon atlagosan hanyan dolgoznak egyszerre?

Tivadar szabaduszd programozé. Kétféle munkat vallal, melyek hossza véletlenszertien valtozik. Az A
tipusi munka atlagosan 1 honapig tart, a B tipusi munka atlagosan 2 honapig tart. Amikor Tivadar egy
munkija véget ér, akkor atlagosan 2/3 honap telik el, mig érkezik megrendelés A tipusu munkara, illetve
atlagosan 1 honap telik el, amig érkezik megrendelés B tipusira. Azt véllalja el, amelyik el6bb jon.

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejti Markov-lanccal! Mik az allapotok? Irjuk fel a generatort.

(b) Tivadarnak most éppen nincs munkaja. Mennyi a valoszintisége, hogy a kovetkezs 2 napban kap A
tipusd munkara ajanlatot? Mennyi a valoszintisége, hogy 2 nap mulva A tipusi munkan fog dolgozni?
Mennyi a valoszintisége, hogy a kévetkezs 2 napban kap barmilyen tipusi munkéra ajanlatot?

(c) Szamitsuk ki a stacionérius eloszlast. Hossza tavon az id6 mekkora részét tolti Tivadar A tipusa
munkaval?

(d) Tivadar napidija (ezer forintban) A tipust munka esetén 20, B tipusi munka esetén 50. Szamitsuk
ki, atlagosan mennyi a napi keresete hosszi tavon.

(e) Irjuk fel a bedgyazott Markov-lanc Atmenet-matrixat.
(f) Hosszi tavon az elvallalt munkak hanyadrésze A tipusa?

(g) Tegyiik fel, hogy a B tipust munka két egymaést kovetd részbdl all, melyek hossza fliggetlen és kiilon-
kiilon exponencidlis eloszlasi 1 varhaté értékkel (tovabba az A tipust munka hossza exponenciélis
eloszlast és a tétlen idGszak hossza is exponencialis eloszlast). Irjuk fel az ennek megfelels Markov-
lancot, és szamitsuk ki a stacionarius eloszlast ebben az esetben is. Vessiik Ossze az eredeti ML
stacionarius eloszlasaval. Probéljuk széban megfogalmazni a két folyamat kozti kiilonbséget.

(h) Tivadar ugy dont, hogy A tipust munkat nem véllal tobbé. Szamitsuk ki, atlagosan mennyi lesz igy
a napi keresete hosszi tavon.
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X(t) és Y (t) parhuzamosan, egymaéstol fliggetlentil zajlo folytonos idejd Markov-lancok. X (¢) allapottere
{a,b,c}, Y(t) allapottere {1,2}; a generatoraik:

-2 1 1
Gx = 1 -1 0 Gy = [

~1/2 1/2}

1 -1

Legyen Z(t) = (X(t),Y(t)). Gondoljuk meg, hogy Z(t) is folytonos idejii Markov-lanc. Adjuk meg az
allapotokat. Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast is. Mi a kapcsolat Z(t) stacionarius eloszlasa, valamint
X(t) és Y (t) stacionarius eloszlasa kozott?

Egy tavkozlési kabelen harom fiiggetlen adatfolyam megy. Az adatfolyamok egyformék; egy adatfolyam-
nak két allapota van: ON allapotban 1 Mb/s a sebessége, OFF allapotban 0 Mb/s. ON allapotbdl u
rataval 1ép at OFF allapotba és OFF allapotbol A rataval lép 4t ON é&llapotba. Az adatfolyamok egy-
méstol fliggetlenek. Jelolje X; azt, hogy a t idépontban mennyi a harom adatfolyam egyiittes sebessége.
Gondoljuk meg, hogy X;-re teljesiil a Markov-tulajdonsig, majd irjuk fel a generatorat.

Egy betors atlagosan havi 2 betdrést kovet el, kivéve, amikor borténben van. Minden egyes betorésért
1/4 eséllyel kapjak el. Ha elkapjik, bortonbe kiildik. A borténbdl atlagosan 4 honap utan szabadul és
1jbol nekilat a betoréseknek.

(a) Modellezziik a betors allapotat folytonos ideji Markov-lanccal. Mik az allapotok? Irjuk fel a gene-
ratort.

(b) Feltéve, hogy most éppen szabadldbon van, mekkora a valdszintsége, hogy 10 nap mulva is szabad-
labon lesz? (1 honap tekinthetd 30 napnak.)

(c) Mennyi a valosziniisége, hogy jovére ilyenkor szabadlabon lesz?

(d) 10 év alatt az id6 mekkora részét tolti bortonben?
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Az okozott kar betdrésenként atlagosan 100000 forint. Hosszi tévon havonta atlagosan mekkora kart
okoz a betors?

A Falab FC focicsapatédnak 5 csatira van Osszesen. A csatérok koziil esetleg néhany sériilt. A csapat
mindig 3 egészséges csatarral jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges, akkor az Osszes egészséges
csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor atlagosan 3 havonta sériil le. Egy sériilés atlagosan 1 hénapig
tart. Ha egy csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jeldlje a sériilt csatarok szamat a ¢ id6pontban X,.

(a) Modellezziik X;-t folytonos ideji Markov-lanccal!l Mennyiben ,modell” a Markov-lanc, azaz milyen
feltételezéseket tesziink és azok mennyire jogosak?

(b) Irjuk fel a generatort. Figyeljiink az atmenet ratakra!
¢) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlést.

) Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil jatszani?
e) Atlagosan hany csatarral jatszanak?
)

Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik meg annak a valdszintségét, hogy 3 nap
mulva is minden csatar egészséges (a 10 napot tekinthetjiik 1/10 honapnak).

(g) Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljilk meg annak a valoszintiségét, hogy ez a
kovetkez6 3 napban végig igy marad. Figyeljiink a megfogalmazasra!

Egy sotét folyosot egyetlen lampa vildgit meg, melyet a folyoséra belépéskor lehet felkapcsolni. Amikor
valaki belép a folyosora és a lampa nem ég, felkapcsolja. A lampa magatol kapcesol ki pontosan 1 perc utén;
amig vilagit, addig a kapcsolo tjboli megnyomésa nem csindl semmit. Az emberek atlagosan 4 percenként
érkeznek a folyosora. Jelolje X; a lampa allapotat t-kor.

Mik a lehetséges allapotok? Teljesiil-e X;-re a Markov-tulajdonsag?

(a
(b
(c
(d

Az id6 mekkora részében vilagit a lampa?

Egy éppen érkezs ember mekkora eséllyel talalja a lampat felkapcsolva?
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Tegyiik fel, hogy egy embernek 20 méasodpercig tart atkelni a folyoson. Feltéve, hogy felkapcsolva
talalta a lampat, amikor belépett, mekkora az esélye, hogy végigér a folyoson égé lampa mellett?



