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5. feladat

A Séder kft. kétféle munkat vallal: A és B tipusat. Az A tipusi
munka 1 hénapig tart, és a bevételiik beléle 1,4 milli6 forint, a B
tipusd munka 2 hénapig tart és a bevételiik beléle 2,7 millié forint.
Minden hénap elején vesznek fel rendelést, feltéve, hogy nem
tartanak éppen egy B tipusi munka kdzepén. Minden hénap elején
60% eséllyel érkezik megrendelés B tipusi munkara és 50% eséllyel
A tipusd munkéra (fuggetleniil). Ha mindkét fajta megrendelés
érkezik, akkor egy A tipusut fogadnak el.



5. feladat

(a) Modellezziik a Séder kft. havi tevékenységét Markov-lanccal.
Mik legyenek az allapotok? Mik az 4tmenetvalésziniiségek?

(b) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Ez alapjan adjuk meg,
mennyi a Séder kft. atlagos havi bevétele hosszi tavon.

(c) Atlagosan mennyi id6 telik el két tétlen hénap kozott?

(d) A cégvezetés azon gondolkodik, hogy érdemes-e preferalni
inkabb a B tipusi munkat olyankor, amikor mindkettére
érkezik megrendelés. Segitsiink nekik a déntésben!



5. feladat

Megoldas.

(a) Nézziik meg, milyen tevékenységet végezhetnek egy adott
hénapban. Lehet, hogy egy A tipusi munkat csindlnak, vagy
egy B tipust munkan dolgoznak, de lehetnek tétlenek is, ezt
jeldljik 0-val.

Egy lehetséges realizacié:
A B /B 0B, B AO0AAB,BBBA,...
Vajon ez egy Markov-lanc-e?

Nem az. A gond az, hogy ha most egy B tipust munkan
dolgoznak, akkor a jov6 szempontjabdl szamit, hogy az elsé
vagy a masodik felét csinaljak éppen: az els§ fele utan
mindenképpen a masodik fele jon, de a masodik fele utan
kovetkezhet egy A tipust munka, vagy egy B tipusi munka,
vagy egy tétlen hénap is.



5. feladat

(a) Egy lehetséges megoldas a B tipusi munkat szétszedni két
allapotra. Ekkor az el8bbi realizacié igy néz ki:

A, B1, B2, 0, B1, B2, A, 0, A, A, Bl, B2, B1, B2, A,...

Ez mar Markov-lanc az {A, B1, B2, 0} allapottéren.

Szamitsuk ki az dtmenet-valdsziniiségeket az A allapotbdl. A
munkat befejezik egy hénap alatt, tehat a kdvetkez6 hénapban
fogadnak ajanlatokat.

» Ha kapnak A tipusi ajanlatot, azt fogadjak el. Ennek a
valdszintisége 0.5.

» B tipusi munkat akkor kezdenek el, ha kapnak B tipusi
ajanlatot és nem kapnak A tipus( ajanlatot. Ennek a
valésziniisége 0.6 - (1 — 0.5) = 0.3.

» Tétlenek akkor lesznek, ha sem A, sem B tipusi ajanlatot nem
kapnak. Ennek a val6sziniisége (1 — 0.5)(1 — 0.6) = 0.2.



5. feladat

(a) Az atmenet-val6sziniiség matrix

| A Bl B2 0

A|05 03 0 0.2
BL{ 0o 0 1 0
B2|05 03 0 0.2
0|05 03 0 02

A Markov-lanc barhonnan barhova eljuthat, azaz irreducibilis.

Gyors 6kdlszabaly a periodicitas eldontésére: ha a P matrixnak
van legalabb egy szigortian pozitiv eleme az atléban, akkor a
Markov-lanc mindenképpen aperiodikus.

Forditva nem igaz.



5. feladat

(b) A v = (x1 x2 x3 x4 ) stacionarius eloszlas kiszamithaté a
kovetkezékbél:
Vst - P = Vst ,

X1+ X+ x3+x4 =1,
ahonnan

0.5x1 + 0.5x3 + 0.5x4 = xq,
0.3x1 + 0.3x3 + 0.3x4 = xp,
X2 = X3,

0.2x1 + 0.2x3 + 0.2x4 = x4,
x1+x0+x3+x3 = 1.



5. feladat

(b) Az els6 4 egyenletbdl x1, x0, x3, xa egymashoz képesti aranya
x1:Xx:x3:x4=5:3:3:2,

ennek megfelelen,

5 3 3 2
Vst = | =3 73 73 13 |-

13 13 13 13
A hosszl tava atlagos havi bevételitket az ergodtétel alapjan
szamoljuk. Figyeljiink arra, hogy az ergodtételhez az egyes
allapotokhoz kell értéket rendelniink. Az A allapotra ez 1.4
(milli6 forint), a 0 &llapotra 0, és a B1 és B2 allapot kozott
szét kell osztanunk 2.7-et.

5 3 3

2
— 14+ — .13+ —-135+ — -0~ 1.16.
13 + 13 + 13 + 13



5. feladat

(b) Ha mashogy osztjuk ketté, pl. 2.7 4+ 0 aranyban, akkor a
hossz(i tava atlagos havi bevételitk

i 14—&—i 27—1—i 0—1-3 0~ 1.16

13 77713 7713 13 -7
S6t, xo = x3 miatt ugyanannyi marad, akarhogyan is osztjuk
ketté.

(c) Mivel egy tétlen hénap stacionarius valészintisége x4 = 3,
ezért két tétlen honap kozott eltelt id6 atlagosan

1
=65
2/13

hénap.



5. feladat

(d) Ha a B tipusd munkat preferaljak az A helyett, akkor az
atmenet-valésziniiségek masok lesznek.

» A tipust munkat akkor kezdenek el, ha kapnak A tipusi
ajanlatot és nem kapnak B tipusi ajanlatot. Ennek a
valésziniisége 0.5 - (1 — 0.6) = 0.2.

» Ha kapnak B tipusi ajanlatot, azt fogadjak el. Ennek a
valészintisége 0.6.

» Tétlenek akkor lesznek, ha sem A, sem B tipusi ajanlatot nem
kapnak. Ennek a valésziniisége (1 — 0.5)(1 — 0.6) = 0.2.

Ennek megfelelgen

02 06 0 0.2
0 0 1 0
0.2 06 0 0.2
02 06 0 0.2

P =



5. feladat

(d) A stacionarius eloszlas is mas:

X1:X:X3:X4=2:6:6:2,

_ (2662
=\ 161616 16 )

és az ergodtétel alapjan a hosszii tava atlagos havi bevételiik

és

2 6 6 2
1—6'1.4+E‘1.35+R'1.35+R'0~1.19.
Ez egy picit magasabb, mint amikor az A tipusi munkat
preferaljak, annak ellenére, hogy egy A tipusi munkabdl az egy
hénapra vetitett bevétel magasabb. Ennek oka, hogy egy B
tipus munka 2 hénapra garantal munkat, és igy a tétlen
hénapok aranya hosszi tavon jelentsen alacsonyabb lesz.



8. feladat

Jénas gépjarmii-felelGsségbiztositéja 4 kategériaba osztja az
igyfeleket: 1, 2, 3, 4. Ha egy ligyfél egy éven at nem okoz
balesetet, egy kategdriaval feljebb keriil (illetve ha a 4-esben volt,
akkor ott marad). Ha egy ligyfél sulyos balesetet okoz, akkor a
kovetkez8 évben az 1-es kategdriaba keriil. Ha egy ligyfél egy adott
évben kdnny( balesetet okoz, de silyos balesetet nem, akkor a
kdvetkezé évben egy kategdriaval lejjebb keriil (ha az 1-esben volt,
akkor ott marad).

Jonas egy év alatt 1/12 eséllyel okoz silyos balesetet, és 1/4 annak
az esélye, hogy okoz kdnnyii balesetet, de salyosat nem.



8. feladat

(a)

Modellezziik a folyamatot Markov-lanccal. Mik az allapotok?
Adjuk meg az atmenetmatrixot. Milyen a Markov-lanc
irreducibilitas és periodicitds szempontjabol?

Mekkora a valésziniisége, hogy Jonas két év milva a 2-es
kategériaba tartozik, ha most a 4-es kategdriaban van?

Mekkora a valdszinlisége, hogy 10 év milva a 2-es
kategériaban van?

Hosszl tavon az évfordulék mekkora része olyan tipusa, hogy
3-as kategdriabdl 4-es kategériaba lép?

Az egyes kategériak esetén az éves dij rendre 120000, 72000,

54000, 36000 forint. Mennyi a Jénas altal fizetett éves dij
hossza tavon atlagosan?



8. feladat

Megoldas.
(a) Az allapotok 1, 2, 3, 4 a kategéridknak megfelelGen.

1/3 2/3 0 0
1/3 0 2/3 0
1/12 1/4 0 2/3
1/12 0 1/4 2/3

P =

A Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus.
(b) Ha most a 4-es kategériaban van, akkor vo = (000 1) és

_ap_(Ll,12 _p_ (5 m1u
L T 2= 48 144 6 18 )7
tehat annak a valdsziniisége, hogy 2 év milva a 2-es
kategdridban lesz, 114—74 ~ 0.118.



8. feladat

(c) 10 év hosszi id8, tehat vig & vg. Ve = (X1 X2 X3 Xa)
kiszamithato
Vst = Vet P,

x1+x+x3+x3=1
alapjan. Az eredmény

w439

tehat annak a valdsziniisége, hogy 10 év milva a 2-es
kategériaban lesz, %.

—
| =
O N
O



8. feladat

(d) Hossza tavon annak a valésziniisége, hogy a 3-as kategériaban
van egy adott évben, x3 = %, és

P(3 — 4) =P(3 — 4|3)P(3) =

Wl N
O N

Ennyi a 3 — 4 atmenetek hosszi tava gyakorisaga is az dsszes
évhez képest.

(e) Az ergodtétel alapjan J6nas hossza tava dija atlagosan

120000 - 6 + 72000 - 6 + 54000 - § + 36000 - 9= = 60000

forint évente.



9. feladat

Egy gép Exp(0,1) ideig mikodik (6raban mérve), majd elromlik.
Ha elromlott, azonnal elkezdik javitani; a javitas Exp(0,9) ideig
tart (6raban), és fiiggetlen a miikodési idGszak hosszatdl.

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejd Markov-lanccal! Mik
az allapotok? Irjuk fel az infinitezimalis generatort.

(b) Szémitsuk ki a staciondrius eloszlast. Hosszi id§ alatt a teljes
id6 mekkora része telik javitassal?

(c) Amig a gép miikddik, éranként 14000 forint bevételt termel. A
szerel6 6radija 7000 forint. Mekkora atlagos ,,netté” bevételt
termel 6ranként a gép hosszi tavon?

(d) Adjuk meg a beagyazott diszkrét ideji Markov-lanc
atmenet-valdszinliség matrixat.



9. feladat
Megoldas.

(a) Az allapotok: 1 - m(kddik, 2 - javitas alatt all. A lehetséges
atmenetek 1 — 2 és 2 — 1, és mivel a varakozasi idé mindig
exponencialis eloszlasi a malttdl figgetlenil, ezért a
Markov-tulajdonsag teljesiil, és ez egy Markov-lanc.

Irreducibilis.
—-0.1 0.1
Q= { 09 -09 } ’

(b) Legyen vy = (x1 x2), ekkor

~0.1x1 + 0.9% =0,
0.1x; — 0.9x = 0,
x1 +x =1,

aminek a megoldasa

9 1
vst = (x1x2) = 1010/



9. feladat

(b) Hosszi tavon az idé xo = - részében van javités alatt a gép.

(c) Az ergodtétel alapjan a hossza tavia atlagos netté profit

9 1
= .14 — . (=7000) = 11
Tg " 14000 + - (~7000) = 11900

forint per dra.

(d) A beadgyazott Markov-lanc dtmenet-val6sziniiség matrixa (nem

tal izgalmas):
01
P11 0]



13. feladat

Tivadar szabad(isz6 programozé. Kétféle munkat vallal, melyek
hossza véletlenszeriien valtozik. Az A tipusi munka atlagosan 1
hénapig tart, a B tipusi munka atlagosan 2 hénapig tart. Amikor
Tivadar egy munkaja véget ér, akkor atlagosan 2/3 hénap telik el,
mig érkezik megrendelés A tipusi munkara, illetve atlagosan 1
hénap telik el, amig érkezik megrendelés B tipusira. Azt véllalja el,
amelyik elébb jon.
(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejii Markov-lanccal! Mik
az allapotok? Irjuk fel a generatort.

(b) Tivadarnak most éppen nincs munkaja. Mennyi a
valésziniisége, hogy a kdvetkez6 2 napban kap A tipus
munkara ajanlatot? Mennyi a val6sziniisége, hogy 2 nap milva
A tipust munkan fog dolgozni? Mennyi a valdsziniisége, hogy
a kovetkezs 2 napban kap barmilyen tipusi munkara ajanlatot?

(c) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Hosszi tavon az id§
mekkora részét tdlti Tivadar A tipust munkaval?



13. feladat

(d)

(e)
(f)

(g)

Tivadar napidija (ezer forintban) A tipusi munka esetén 20, B
tipusd munka esetén 50. Szamitsuk ki, 4tlagosan mennyi a
napi keresete hosszii tavon.

Irjuk fel a beagyazott Markov-lanc dtmenet-matrixat.

Hossza tavon az elvallalt munkak hanyadrésze A tipusa?
Tegyiik fel, hogy a B tipusi munka két egymast kovetd részbél
all, melyek hossza fiiggetlen és kiilon-kiilon exponencialis
eloszlasa 1 varhaté értékkel (tovabba az A tipusi munka
hossza exponencialis eloszlasu és a tétlen id6szak hossza is
exponencialis eloszlast). Irjuk fel az ennek megfelels
Markov-lancot, és szamitsuk ki a stacionarius eloszlast ebben
az esetben is. Vessiik Gssze az eredeti ML stacionarius
eloszlasaval. Prébaljuk széban megfogalmazni a két folyamat
kozti kiilonbséget.

Tivadar Ggy dont, hogy A tipusi munkat nem vallal tobbé.
Szamitsuk ki, atlagosan mennyi lesz igy a napi keresete hossz
tavon.



13. feladat

Megoldas.

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov-lanccal! Mik
az allapotok? Irjuk fel a generatort.

Megoldas. Az allapotok 0, A, B (0 az, hogy éppen nincs
munkaja). A lehetséges atmenetek

0—+A0— B,A—0,B— 0. Feltéve, hogy a munkak kézott
eltel§ varakozasi id§ is exponencialis eloszlasi és a munkak
hossza is exponencialis eloszlasi, ez egy folytonos ideji
Markov-lanc.

Az A tipusi ajanlatok 3/2 rataval érkeznek, a B tipusi
ajanlatok rataja 1.
A generator
-5/2 3/2 1
Q= 1 -1 0
12 0 -1)2



13. feladat

(b) Tivadarnak most éppen nincs munkaja. Mennyi a
valésziniisége, hogy a kovetkez8 2 napban kap A tipusi
munkéara ajanlatot? Mennyi a valdsziniisége, hogy 2 nap mulva
A tipusi munkan fog dolgozni? Mennyi a valésziniisége, hogy
a kovetkezd 2 napban kap barmilyen tipusi munkara ajanlatot?

Megoldas. Jeldlje T4 az els6 A tipush ajanlatig sziikséges idé6t.
Ekkor Ta ~ EXP(3/2), és

P(Ta < 2/30) =1 — e 2/393/2 ~ 0.095.

Jeldlje T az elsé barmilyen tipusa ajanlatig sziikséges idét.
Ekkor T ~ EXP(5/2), és

P(T <2/30) =1 — e 2/305/2 ~ 0.154,



13. feladat

(b) Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy 2 nap malva mekkora
valésziniiséggel dolgozik Tivadar éppen A tipust munkan,
akkor a révid tavi kozelitést hasznalhatjuk; v(0) = (1 0 0), és

v(2/30) = v(0)e®® ~ v(0)(/ + Q/15) =
5/6 1/10 1/15
(100)-| 1/15 14/15 0 =(5/6 1/10 1/15),
1/30 0 29/30

tehat a kérdéses valdsziniiség kozelitsleg 1/10. (Egyébként a
valdsziniiség val6jaban ~ 0.0892).



13. feladat

(c) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Hossza tavon az id§
mekkora részét tolti Tivadar A tipust munkaval?

Megoldas. Legyen vy, = (x1 x2 x3). Ekkor
—5/2X1 + xo + 1/2X3 =0
3/2X1 — X = 0
X1 — 1/2X3 = 0,

X1+ X +x3 = 1.

34

99)°
Hossz( tavon az id6 x» = % részét tolti Tivadar A tipusi
munkaval.

A megoldasa

O N

Vet = (X1 X2 Xx3) = (



13. feladat

(d)

Tivadar napidija (ezer forintban) A tipusi munka esetén 20, B
tipust munka esetén 50. Szamitsuk ki, atlagosan mennyi a
napi keresete hosszi tavon.

Az ergodtétel alapjan az atlagos napi keresete hosszi tavon
2 3 4
0-x1420000-x2+50000-x3 = 0-§+20000‘§+50000-§ ~ 28900

forint per nap.
Irjuk fel a beagyazott Markov-lanc dtmenet-matrixat.
A beagyazott Markov-lanc atmenet-valdsziniiség matrixahoz

elészor leosztjuk Q i-edik sorat |gji|-vel minden i-re, majd
hozzaadunk /-t;

—5/2 3/2 1 -1 3/5 2/5 0 3/5 2/5
1 -1 0 |=|1 -1 0 ]=|1 0 0
12 0 -—1/2 1 0 -1 1 0 0



13. feladat

(f) Hossza tavon az elvallalt munkak hanyadrésze A tipusa?

Megoldas. Legyen ust = (y1 y2 y3) a bedgyazott Markov-lanc
stacionarius eloszlasa. Ekkor

st - P = ug, yity+y=1

alapjan

3 2
=Y =y o +y2+y3 =1,

aminek a megoldasa

13 2
ust = (y1y2y3) = 57010/

¥ és y3 jellemzi az A és B tipusi munkakat, tehat az Gsszes
elvallalt munkan beliil az A tipusi munkak darabszaménak
aranya

Y1 =y +ys,

310 3
3/10+2/10 5



13. feladat

(g) Tegyiik fel, hogy a B tipusi munka két egymast kdvetd részbél
all, melyek hossza fliggetlen és kiilon-kiilon exponencialis
eloszlasa 1 varhaté értékkel (tovabba az A tipust munka
hossza exponencialis eloszlasa és a tétlen idGszak hossza is
exponencialis eloszlas). Irjuk fel az ennek megfelels
Markov-lancot, és szamitsuk ki a stacionarius eloszlast ebben
az esetben is. Vessiik Gssze az eredeti ML stacionarius
eloszlasaval. Prébaljuk széban megfogalmazni a két folyamat
kozti kiilonbséget.



13. feladat
(g) Megoldas. Ezattal az allapotok 0, A, B1, B2, és

—5/2 3/2 1 0
1 -1 0 0
0 0 -1 1
1 0 0 -1

Q=

mivel egy B tipusi munka mindkét felének a varhaté értéke 1
hénap, igy az idejik EXP(1) eloszlasa.

A stacionarius eloszlas

mig az eredeti stacionarius eloszlas

234
Vet == = = |.
st 999

Ugyanaz-e a két folyamat?



13. feladat

(g) Bar a két folyamat stacionarius eloszlasa (és igy a hosszd tava
viselkedésiik) konzisztens, a két folyamat kiilonb6z6.

A B munkaval eltoltott id8 eloszlasa eltér a két esetben. Az
eredeti folyamatra ez EXP(1/2), de a masodik folyamatra
Gamma(2,1) (mas néven Erlang(2,1)), aminek a varhaté
értéke ugyanannyi (emiatt konzisztens a stacionarius eloszlas),
de a szérasa kisebb.

Lényegében azzal, hogy egy allapotot kicseréltiink egy 2
allapott mini Markov-lancra, az ott toltdtt idS eloszlasat
mddositottuk exponencialis eloszlas helyett valami mas
eloszlasra.

Kitekintés. Altalaban tetszéleges eloszlas kozelithets egy
megfelel§ (sziikség esetén bonyolultabb) mini Markov-lanc
segitségével. Err6l szélnak a fazis-tipusia eloszlasok
(phase-type distribution). Megnézzilk még ebben a félévben.



13. feladat

(h) Tivadar agy dont, hogy A tipust munkat nem vallal tobbé.
Szamitsuk ki, atlagosan mennyi lesz igy a napi keresete hosszl
tavon.

Megoldas. Most csak 2 allapot van, 0 és B,

-1 1
Q = |: 1 1 :| )
Vet = (0.5 0.5),

és az ergodtétel alapjan az atlagos napi keresete hossz( tavon

0.5-50000 + 0.5 - 0 = 25000 (forint per nap).



