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1. feladat

A strandon a f6tt kukorica-arusnal sorbanallnak a vevék. Egy vevs

kiszolgalasa atlagosan 1 percig tart, a tobbiek addig varakoznak.

Atlagosan 2 percenként érkezik egy vevs.

(a) Modellezziik a sor hosszat folytonos idejii Markov-lanccal. Mit
kell feltenni, hogy teljesiiljon a Markov-tulajdonsag? Mik a
lehetséges allapotok?

(b) Milyen tipust a sor? Mekkora a terhelése?

(c) Atlagosan mennyi id6t tolt egy iigyfél a kukoricaarusnal
(beleértve a varakozast és a kiszolgalast is)?

(d) Feltéve, hogy egy vevé el6tt 3-an vannak a sorban, mekkora a
valdszinlisége, hogy 5 percnél tobbet kell varnia a kiszolgélas
végéig? Es ha nincs el6tte senki?

(e) A vevSk mekkora részének kell 5 percnél tébbet varnia a
kukoricara?
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1. feladat

(a) Modellezziik a sor hosszat folytonos idejii Markov-lanccal. Mit
kell feltenni, hogy teljesiiljon a Markov-tulajdonsag? Mik a
lehetséges allapotok?

Megoldas. Ahhoz, hogy a Markov-tulajdonsag teljesiiljon, azt

kell feltenniink, hogy az érkezési folyamat Poisson-folyamat, és
a kiszolgalasi idék fiiggetlenek és exponencialis eloszlasuak. A
sorhossz lehetséges allapotai: 0,1,2,...

(b) Milyen tipusi a sor? Mekkora a terhelése?

Ez egy M/M/1 sor A = 1/2 érkezési rataval és =1
kiszolgalasi rataval. A sor terhelése

p=Ap=0.5.
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1. feladat

(c) Atlagosan mennyi id6t tolt egy iigyfél a kukoricaarusnal
(beleértve a varakozast és a kiszolgalast is)?

Megoldas. Az M/M/1 sorra a sorhossz eloszlasa PGEO(1 — p),
az atlagos sorhossz

az effektiv érkezési rata
Ae = A=1/2,
és a sorban toltott id6 varhato értéke
W=L/\e=2

(amibél egyébként atlagosan 1 id6egységnyi a kiszolgalassal
toltott id6 és 1 idGegységnyi a varakozassal toltott id6).
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1. feladat

(d) Feltéve, hogy egy vevé el6tt 3-an vannak a sorban, mekkora a
valésziniisége, hogy 5 percnél tébbet kell varnia a kiszolgalas
végéig? Es ha nincs el6tte senki?

Megoldas. Egy M/M/1 sorban feltéve, hogy egy igény a
sorban a k-adik helyre érkezik, a kiszolgalasi idejének feltételes
eloszlasa Erlang(k, i) (mas néven Gamma(k, 11). Igy, ha

P(5 percnél tobbet kell varni|3-an vannak el6tte) =
1- FErIang(4,1)(5) ~ 0.265,

és

P(5 percnél tobbet kell varni|nincsenek el6tte) =
1 — Ferang(1,1)(5) = 1 = Fexpy(5) = 1 — (1 — e7°) ~ 0.0067.
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1. feladat

(e) A vevSk mekkora részének kell 5 percnél tébbet varnia a
kukoricara?

Megoldas. A kiszolgalasi id6 eloszlasa M/M/1 sorra
EXP((1 — p)u) = EXP(1 — A) = EXP(0.5),
igy

P(egy vevének 5 percnél tobbet kell varni) =
1 — Fepo.5)(5) =1 — (1 — €°®®) ~ 0.082,

azaz a vevdk 8.2%-anak kell 5 percnél tobbet varnia.
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2. feladat

Tekintsiik a kovetkezd rendszert: adott 3 sor (A, B és C), melyek
koziil az A sorban maximum 3 igény lehet, a B sorban 1, a C
sorban 2 (beleértve az éppen kiszolgalas alatt allé igényeket is). A
B sorban egy pup = 2 rataja FIFO szerver szolgalja ki az igényeket,
a C sorban pedig egy 1uc = 3 rataju FIFO szerver. A rendszerbe
bekeriil§ igények az A sor végére érkeznek \ = 4 rataval, ahonnan
FIFO médon tovabbmegy minden igény a B vagy C sorba attdl
fliggben, a B és C sor kdziil melyikben van szabad hely. Ha mindkét
sorban van hely, akkor az igény a C sor felé megy tovabb. Ha az A
sor tele van, a tovabbi érkezések elvesznek.
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2. feladat

Modellezziik a rendszert folytonos ideji Markov lanccal. Mik az
allapotok? Irjuk fel a generatort.

Hatarozzuk meg a rendszer stacionarius eloszlasat.
Mekkora a csomagvesztés aranya tele sor miatt?

Mennyi az 4tlagos sorhossz az A, B, C sorokban és a teljes
rendszerben?

Mennyi az effektiv érkezési rata az A, B, C sorokba és a teljes
rendszerbe?

A rendszerbe keriil§ igények mekkora része keriil a C sorba?
Atlagosan mennyi id6t tolt el egy bekeriils igény az A, B, C
sorokban illetve a teljes rendszerben?

Vizsgaljuk meg, ha pl. a B sorok kiszolgalasi ratajat O-ra
moédositjuk.
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2. feladat

(a) Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov lanccal. Mik az
allapotok? Irjuk fel a generatort.

Megoldas. Jeldlje (a, b, ¢) azt az allapotot, ahol az A sorban a
igény, a B sorban b igény, a C sorban C igény van. Figyelembe
véve azt is, hogy az A sorban csak akkor lehet igény, ha a B és
C sor tele van, a lehetséges allapotok és a grafreprezentacié a
kdvetkezGek:

A

A L (001) "(002) A
o T A S S
(0,0, ) e 3 ;\i (0.12) _ " (L12) _~(212) (312

(010)47(011) Lic 1B+ e MB+NC HB+NC
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2. feladat

Ha az allapotok sorrendje
(07 Oa 0)7 (07 Oa 1)7 (07 03 2)7 (07 17 0)7 (07 17 1)7 (07 17 2)7 (17 17 2)7 (27 17 2)7 (37 17 2)7

akkor a generator:

S D 0 0 0 0 0 0 0
pe—(A+pc) A 0 0 0 0 0 0
0 e —(A+pe) 0 0 A 0 0 0
"B 0 0 —(A+ps) A 0 0 0 0
0 B 0 pe  —(A+ps+puc) A 0 0 0
0 0 1B 0 pe ~(A+ug + pic) A 0 0
0 0 0 0 0 pe+pc  —(A+ps+pc) A 0
0 0 0 0 0 0 pe+pc  —(A+pB+ pc) A
0 0 0 0 0 0 0 pue+upc  —(us+pc)

(A jobb alsé 4 x 4-es tomb ismétl6éds szerkezetii — ezt agy hivjuk,
hogy a regularis része a generatornak.)

Kommunikaciés halézatok teljesitményének elemzése Horva 2. gyakorlat: Markov-sorok, Poisson-pontfolyamat



2. feladat

(b) Hatarozzuk meg a rendszer stacionarius eloszlasat.
Megoldéas. Ha vt = (x1 x2 ... X9), akkor a

vet G = 0, X1+ +x=1
egyenletrendszerbdl
vst = (.131 .152 .133 .035 .070 .162 .130 .104 .083)
(c) Mekkora a csomagvesztés aranya tele sor miatt?

x9 = 0.083.
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2. feladat

(0,0,0),(0,0,1),(0,0,2),(0,1,0),(0,1,1),(0,1,2),(1,1,2),(2,1,2),(3,1,2)

(d) Mennyi az atlagos sorhossz az A, B, C sorokban és a teljes
rendszerben?
Megoldas.

La=1-x7+2-x3+3x9) =~ 0.587,
La=1-(x2+x5)+2(x3 + x6 + x7 + xg + x9) ~ 0.583,

Le=1-(xa+ x5+ x6 +x7 + xg + x9) ~ 1.446,
L=1La+Lg+ Lc = 2.616.
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2. feladat

(0,0,0),(0,0,1),(0,0,2),(0,1,0), (0,1,1),(0,1,2), (1,1,2),(2,1,2),(3,1,2)

(e) Mennyi az effektiv érkezési rata az A, B, C sorokba és a teljes
rendszerbe? A teljes rendszerbe és az A sorba egyarant

Xe = Aa = A(1 — xq) ~ 3.668.

A B és a C soroknal viszont figyelembe kell venni azt, hogy ha
kiszolgalas torténik, és az A sor nem iires, akkor az A sorbdl
torténik egy instant érkezés. Ez alapjan

AB = Axz + NB(XY + xg + Xg) ~ 1.166,
Ac=Ax1+x2+ x4+ x5) + pe(x7 + xs + x9) ~ 2.501.
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2. feladat

(f) A rendszerbe keriils igények mekkora része keriil a C sorba?
Megoldas.

Ac/Ae ~ 0.682.

(g) Atlagosan mennyi id6t tolt el egy bekeriils igény az A, B, C
sorokban illetve a teljes rendszerben?

La/Aa~ 0.160

Lg/X\g =05

Lc/Ac ~ 0.578
L/\e ~ 0.713

(A B sor maximalis hossza 1, igy ott az igények soha nem
varakoznak kiszolgalas nélkiil, hanem 2 rataja kiszolgalast
kapnak.)
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3. feladat

Az ligyfelek sorbanallnak egy belvarosi ATM-nél. Az ATM-et
egyszerre egy lgyfél hasznalhatja, a tobbiek addig varakoznak.
Minden iigyfél atlagosan 1 percig hasznalja az ATM-et. Atlagosan
2 percenként érkezik egy ligyfél. Ha legalabb 2-en allnak az
ATM-nél (beleértve azt is, aki éppen hasznalja), akkor a tovabbi
érkez6k egybdl tavoznak és nem jonnek vissza.

(a) Modellezziik az ATM-nél allék szamat folytonos idejd
Markov-lanccal. Mit kell feltenni, hogy teljesiiljon a
Markov-tulajdonsag? Mik a lehetséges allapotok?

(b) Ez milyen tipusi sor? Irjuk fel a generatort és szamitsuk ki a
stacionarius eloszlast.

(c) Hossza tavon atlagosan az id6 mekkora részében van az ATM
hasznéalatban?

(d) A varakozast és a hasznalatot is figyelembe véve atlagosan
mennyi id6t tolt egy lgyfél az ATM-nél?

(e) Az iigyfelek mekkora része tolt tobb, mint 5 percet az
ATM-nél?
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3. feladat

(a)

Modellezziik az ATM-nél allok szamat folytonos idejii
Markov-lanccal. Mit kell feltenni, hogy teljesiiljon a
Markov-tulajdonsag? Mik a lehetséges allapotok? Megoldas.

Ahhoz, hogy a Markov-tulajdonsag teljesiiljon, azt kell
feltenniink, hogy az érkezési folyamat Poisson-folyamat, és a
kiszolgalasi idék fliggetlenek és exponencialis eloszlasuak. A
rendszer lehetséges allapotai: 0,1,2.

Ez milyen tipusi sor? Irjuk fel a generatort és szamitsuk ki a
stacionérius eloszlast.

Ez egy M/M/1/2 sor A = 1/2 érkezési rataval és =1
kiszolgalasi rataval. A sor terhelése p = A/u =0.5. A
generator

~1/2 1/2 0
G=| 1 =3/2 1)2
0 1 -1
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3. feladat

(b) Ez milyen tipusi sor? Irjuk fel a generatort és szamitsuk ki a
stacionarius eloszlast.

A v = (x0 x1 x2) stacionérius eloszlast kiszamithatjuk a
vee G =0, Xo+x1+x=1
egyenletrendszerbdl, VAGY a
AX; = pxii1 (i=0,1)

dinamikus egyensuly egyenletek alapjan, VAGY érai tétel
alapjan eleve tudjuk, hogy TPGEO(0.5,2) csonkolt pesszimista
geometriai eloszlast, mindenesetre

421
Ve = (== ).
st 777
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3. feladat

(c) Hossza tavon atlagosan az id6 mekkora részében van az ATM
hasznélatban?

Megoldas. x; + xo = 3/7.
(d) A varakozast és a hasznalatot is figyelembe véve atlagosan
mennyi id6t tolt egy tgyfél az ATM-nél?

Megoldas. Little-formulat hasznalunk. Az atlagos sorhossz
L=0-x+1-x3+2 x=4/7,

az effektiv érkezési rata pedig
de=A1-x)=1/2-6/7=3/7,

igy az atlagos rendszerben toltott idé

W = L/\A/3.
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3. feladat

(e) Az iigyfelek mekkora része tolt tobb, mint 5 percet az
ATM-nél?

Megoldas. Feltéve, hogy egy iigyfél k-adik helyre érkezik a
sorban, a kiszolgalasi ideje Erlang(k, u1).

A sorba bealls ligyfelek Axg/\e része all be 0 hossza sorba
(tehat elsé helyre a sorban), Axi/Ae része pedig 1 hossza
sorba, igy egy iigyfél kiszolgalasi idejének eloszlasfliggvénye

AXp Ax1
F(t) = 7FEr|ang(1,u)(t) + TFErIang(Zu)(t) =

Ae
2 1
5(1 —e )+ §(1 —e f—tet),

és

P(5 percnél tobbet kell varni) =1 — F(5) ~ 0.0180

Kommunikaciés halézatok teljesitményének elemzése Horva 2. gyakorlat: Markov-sorok, Poisson-pontfolyamat



6. feladat

Egy kis forgalma aton atlagosan 2 percenként halad el egy auté.

Kiéllok az Gt mellé és szamolom az autékat. Mekkora a

valdsziniisége annak, hogy. ..

(a) b5 percen keresztiil egy aut6é sem halad el mellettem?

(b) 4 perc alatt legfeljebb 3 auté megy el mellettem?

(c) 2 percen 4t nem megy el mellettem autd, majd az azt kdvetd 2
percben pontosan 37

(d) Minden tizedik elhaladé auté piros. Mekkora annak a
valésziniisége, hogy 5 perc alatt nem megy el mellettem piros
aut6?

(e) Mekkora annak a valésziniisége, hogy 3 perc alatt 1 piros és 2
mas szind auté megy el mellettem?
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6. feladat

(a) P(5 percen keresztiil egy auté sem halad el mellettem)=7?
Megoldas. Az 5 perc alatt elhaladé autdk szama
X ~ POI(5-1/2 = 2.5) eloszlasu, és

250

P(X =0) = Te—z5 ~ 0.082.

(b) 4 perc alatt legfeljebb 3 auté megy el mellettem?

Megoldas. A 4 perc alatt elhalad6 auték szama
Y ~ POI(4-1/2 = 2) eloszlasu, és

20 L 21 22 3
= 0 1 2! 3l
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6. feladat

()

2 percen at nem megy el mellettem auté, majd az azt kdvets 2
percben pontosan 37

Megoldas. Diszjunkt intervallumokban elhaladé auték szama
figgetlen, igy

P(2 percen at 0 auté, majd a kovetkez 2 percben 3 auté) =
P(2 percen at 0 aut6)P(a kdvetkezs 2 percben 3 autd) =
IV L

Minden tizedik elhaladé auté piros. P(5 perc alatt nem megy
el mellettem piros aut6)="7

A piros autdk rataja 1/10-1/2 = 1/20, 5 perc alatt a piros
auték szama X ~ POI(1/20 -5 = 0.25), és

0.25°
_ o025

ol ~ 0.779.
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6. feladat

(e) Mekkora annak a valészintisége, hogy 3 perc alatt 1 piros és 2
mas szind auté megy el mellettem?

Megoldas. A piros és mas szin(i auték is fliggetlenek, a mas
szind autdk rataja 9/10-1/2, és igy
P(3 perc alatt 1 piros és 2 mas szinii auté) =

P(3 perc alatt 1 piros)P(3 perc alatt 2 mas szinii autd) =

1 2
(3/12|0) e—3/20. (2750)6—27/20 ~ 0.0305.
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11. feladat

Egy Gton az elhaladé kamionokat szamoljuk. A kamionforgalom
siiriisége napkdzben nem allandd, az éranként elhaladé kamionok
szamanak ratafiiggvénye a kdvetkezé:

r(x) =6 — 4cos (%x) x € [0,24]

(a) Abrazoljuk a ratafiiggvényt. Hol van maximuma?

(b) Mekkora az egy nap alatt elhaladé kamionok szamanak varhaté
értéke?

(c) Mekkora annak a valészintisége, hogy 12 és 13 6ra kozott
pontosan 3 kamion halad el?
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11. feladat

Megoldas.

(a) Ez egy inhomogén Poisson folyamat. A rata fiiggvény 2 és 10
kozott valtozik, maximuma t = 6-nal és t = 18-nal van.
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11. feladat

(b) Az egy nap alatt elhaladé Gsszes kamionok szama

24
X ~ POI </ A(t)dt = 144> ,
0

aminek a varhaté értéke 144.
(b) A 12:00 és 13:00 kozott elhaladé kamionok szama

13 3
Y ~ POI </ A(t)dt =4 - — =~ 3.045) ,
1 T

2

és
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