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1. feladat

Tekintsiink egy terhelés-elosztasi rendszert, amelyben 1 diszpécser
és N szerver van (N nagy). A diszpécserhez érkezd rata AN, ahol
A = 1.25, a terhelés-elosztasi elv JSQ. Az egyes szerverek
buffermérete 5, a kiszolgalasi rata a bufferben 1évé igények (1, 2, 3,
4, 5) szamatol fliggben rendre 1.0,1.1,1.2,1.3,1.4. A szerverek
Processor Sharing (PS) kiszolgalast alkalmaznak, a kiszolgalasi
ratat egyenletesen osztjak szét a bufferben lévs Gsszes igény kozdtt.
Kezdetben minden sor iires.



1. feladat

(a)

Irjuk fel az N — oo limeszhez tartozé mean-field rendszerre
vonatkozé differencialegyenlet-rendszert.

Oldjuk meg a diffegyenlet-rendszert numerikusan
Euler-mddszerrel. Figyeljiink a szakadasokra!

Abrazoljuk a megoldast a [0, 50] id6tartamon.

Hogyan kaphatnank meg a fentiekb&l numerikusan a
mean-field stacionarius eloszlast?

Szamitsuk ki Little-formula segitségével az atlagos kiszolgalasi
idét.

Mi a helyzet mas terhelés esetén? Szamitsuk ki a stacionarius
eloszlast a kovetkez§ terhelések esetén:
A=0.5,\=1.08\=1.35. (A tobbi paraméter értéke
valtozatlan.)



1. feladat

(a) Irjuk fel az N — oo limeszhez tartozé mean-field rendszerre
vonatkozé differencialegyenlet-rendszert.

Megoldas.

%vk(t) M1 (V)i (£) = Ma(v(£))vie(£)+
+ vt () — pevie(t)  (k=0,...,K),

ahol

0 ha Y64 x>0
f- — =0 1 1
k(x) { 1 ha ffz_ol xi =0 és xx >0;

fk(x) a JSQ-hoz tartozé diszpécser fiiggvény, és azt irja le,
hogy a teljes terhelés a legrévidebb sorba iranyul.



1. feladat

(a) fx(x) nem folytonos, hanem "lépcsés” fliggvény; amikor a
rendszerben az addigi legrévidebb sorok elfogynak (mind
feltoltédnek eggyel hosszabb sorra), akkor onnantél a
diszpécser az eggyel hosszabb sorokban vesz fel 1-et.

A diszpécser fiiggvény szakadasai a megoldasban
toréspontként jelennek meg. (Ez nem gond, csak pl. a
numerikus diffegyenlet-megoldas soran kezelni kell.)



1. feladat

(c) Abrazoljuk a megoldast a [0,50] id6tartamon. Megoldas.
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A rendszer fejl6désében nem jatszik szerepet, hogy az egyes
szerverekben FIFO vagy PS kiszolgalas van, mivel csak azt tartjuk
nyilvan, hgoy milyen hosszi a sor; az, hogy melyik igényt szolgélta
ki a szerver, lényegtelen.



1. feladat

(d) Hogyan kaphatnank meg a fentiekbdl numerikusan a
mean-field stacionarius eloszlast?

Megoldas. t — oo esetén v(t) — vg. Az el6z6 dbran még
t = 50 nem elég nagy, vegyiik nagyobbra, pl.

v(200) = [0.0, 0.0, 0.0, 0.500000006, 0.499999994, 0.0],

ez mar jé kozelités vg-re.

(A stacionarius eloszlas sem fiigg attél, hogy FIFO vagy PS a
kiszolgalas.)



1. feladat

(e) Szamitsuk ki Little-formula segitségével az atlagos kiszolgalasi

idét.
Megoldas. Az atlagos sorhossz

5

L=> ixi=05-3+05-4=35,

i=0

az effektiv érkezési rata pedig
Ae=A=1.25

(a terheléselosztas miatt nincs adatvesztés).

Innen a Little-formula alapjan

W =L/\ =28.



2. feladat

Az el6z6 feladatbeli terheléseloszté rendszert vizsgéljuk, a
paraméterek ugyanazok.

(a) Hatarozzuk meg analitikusan a stacionarius eloszlast.

(b) Legyen fi(t) egy olyan igény kiszolgalasi idejének a
stirliségfliggvénye, amelyik egy i hossz( sorban all éppen.
Szamitsuk ki a Laplace-transzformaltjat.

(c) Szamitsuk ki és abrazoljuk egy véletlen igény kiszolgalasi
idejének eloszlasfiiggvényét.



2. feladat

(a) Hatarozzuk meg analitikusan a stacionérius eloszlast.

Megoldas. JSQ esetén a stacionarius eloszlas két szomszédos
ip és ig + 1 allapotra koncentralt. Mivel

ps=12<A=1.25< s =13,
ezért ip = 3.
X3 €s x4 meghatarozhaté a

p3x3 + plaxg = A
x3+x3 =1

egyenletrendszerbdl; x3 = x4 = 0.5, és

Vee =[0000.50.5 0]



2. feladat

(b) Legyen fi(t) egy olyan igény kiszolgalasi idejének a
strliségfiiggvénye, amelyik egy i hosszl sorban all éppen.
Szamitsuk ki a Laplace-transzformaltjat.

Megoldas. Jeldlje X; egy olyan igény kiszolgalasi idejét,
amelyik 7 hosszl sorban van (PS miatt mindegy, hogy az igény
azon beliil hanyadik helyen van a sorban). X;
Laplace-transzformaltja £*(s).

fo—1(s) = fi(s)
Nd/Xiy + L A/ X
f* S) = 0 0 o f* n
( /\d/Xio + iy + s ()\d/xlo + i lo+1( )

i o —1_, P 1
P SR U
Ad/Xig + pip o ° 1(s) Ad/Xiy + Hip o

X Mg+t ( fo 1 )
. s £X(s) + - -1
lo+1( ) [Lig11 +s ’0 +1 Io( )




2. feladat

(b) Behelyettesitjilk a paramétereket és ismert értékeket

(Ag = 0.6):

f(s) = f5(s)

fy(s) = M(I.QQ"(S) +1.2- %;‘2*(5) +1.2. % . 1)
fi(s) = L;is@?(s” % 1)

ennek a megoldasa

40s 4+ 117

~ 1002 + 370s + 117’
32.55 + 117

~ 10052 + 370s + 117’

f(s) = 13(s)

fy'(s)

és
f(s) = 0.6 (s) + 0.65f,(s).



2. feladat

(c) Szamitsuk ki és abrazoljuk egy véletlen igény kiszolgalasi
idejének eloszlasfiiggvényét. Megoldas. F(t) kiszamitasahoz

f(s)/s-et kell inverz Laplace transzformalni; az eredmény

F(t) =1 —0.00394218e >33t _ 0.996058¢ 349107t
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3. feladat

Tekintsiink egy terhelés-elosztasi rendszert, ahol egy diszpécser és
N szerver van, és a diszpécser Join-Below-Threshold (JBT)
terheléselosztasi elvet kdvet: ilyenkor minden szerverhez meg van
adva egy B kiiszob, és a diszpécser azon szerverek koziil valaszt
talalomra, amelyeknél a sorhossz a kiisz6b alatt van (illetve ha
minden szerver sorhossza eléri a kiiszobot, akkor az Gsszes szerver
koziil valaszt taladlomra).

Az egyes szerverek buffermérete 5, a kiszolgélasi rata a bufferben
levs igények (1, 2, 3, 4, 5) szamatdl fliggéen rendre
1.0,1.1,1.2,1.3,1.4. A szerverek Processor Sharing (PS)
kiszolgalast alkalmaznak, a kiszolgalasi ratat egyenletesen osztjak
szét a bufferben lévé Gsszes igény kdzott. Kezdetben minden sor
iires.

A diszpécserhez torténé érkezések rataja AN, ahol A = 1.25, és a
szerverek telitettségi kiiszobe B = 4.



3. feladat

(a) Irjuk fel az N — oo limeszhez tartozé mean-field rendszerre
vonatkozé differencialegyenlet-rendszert.

(b) Oldjuk meg a diffegyenlet-rendszert numerikusan
Euler-mdédszerrel.

(c) Abrazoljuk a megoldast a [0, 50] id6tartamon.

(d) Szamitsuk ki numerikusan a mean-field stacionérius eloszlast.

(e) Little-formula segitségével szamitsuk ki egy véletlen igény
atlagos kiszolgalasi idejét (W).

(f) Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik W a terheléstdl és a kiiszdb
értekétsl fliggden.



3. feladat

(a) Irjuk fel az N — oo limeszhez tartozé mean-field rendszerre
vonatkozé differencialegyenlet-rendszert.

Megoldas.
d
avk(t) :)\fk_l(v(t))vk_l(t) — )\fk(v(t))Vk(t)-i-
+ pr1 Vi1 (8) — pevi(t)  (k=0,...,K),
ahol
Z,{%lx,' ha Z 0 xj > 0;
fix) =14 0 hak>Besz,0x,>o

Xk haz 0X,—O



3. feladat

(a) A diszpécser fliiggvényhez némi magyarazat.

Z ha Z, 0 xj > 0;

_0 XI

fkx)=4 0 ha kK > B és Zi:_ol x; > 0;
Xk ha ZIB;—Ol Xj = 0.

Z 0 ! xi a szabad (kiiszob alatti) szerverek aranya. Ha van
szabad szerver, akkor azok kozott egyenletesen oszlik meg a
terhelés, és a kiiszob feletti sorokba nem iranyul terhelés (elsé
két ag).

Ha nincs szabad szerver, akkor az dsszes sor kozott
egyenletesen oszlik meg a terhelés (harmadik ag).



3. feladat

(c) Abrazoljuk a megoldast a [0,50] id6tartamon. Megoldas.
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(d) Szamitsuk ki numerikusan a mean-field stacionarius eloszlast.

Megoldas.

vet &~ v(200) = [0.0053,0.0203,0.0711,0.2281,0.6752, 0]



3. feladat

(e) Little-formula segitségével szamitsuk ki egy véletlen igény

atlagos kiszolgalasi idejét (W).
Megoldas. Az atlagos sorhossz

5

L=>ixi,

i=0

az effektiv érkezési rata pedig
Ae = A

(a terheléselosztas miatt nincs adatvesztés).

Innen a Little-formula alapjan

W = L/\.



4. feladat

Az el6z6 feladathoz hasonléan JBT rendszert vizsgéalunk.

(a) Az egyes szerverek buffermérete K = 3, a kiisz6b B =3, a
kiszolgalasi rata a bufferben lévé igények (1, 2, 3) szamatdl
fiigg6en rendre 3.0,0.8,1.003, a rendszer terhelése A = 1.0.
Inditsuk el a mean-field rendszert a [0,0,0.1,0.9] kezdeti
feltételbsl. Abrazoljuk a rendszer fejlsdését.

(b) Mit tapasztalunk, ha ugyanezt a rendszert a
[0.15,0.10,0.25,0.50] kezdeti feltételbdl inditjuk el?



4. feladat

(a) Altalaban ki szoktuk kdtni, hogy

pr < e < ...,

de ez itt nem teljesiil. llyen helyzetben &ltalaban a B kiiszobot
a legnagyobb olyan értékre allitjak, ameddig még 1, monoton
ng, de itt nem ilyen a helyzet (szandékosan). Nézziik meg,
hogyan fejlédik a rendszer.



4. feladat
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A rendszer konvergal a
[0.000012, 0.000236, 0.017035, 0.982717]

stabil fixponthoz.



4. feladat

(b) A masik kezdeti feltételbsl indulva a rendszer fejlédése:
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A rendszer konvergal a
[0.154791, 0.101726, 0.250698, 0.492785]

stabil fixponthoz.



4. feladat

(b) Vagyis a mean-field rendszernek tobb stabil fixpontja van.

Vajon ez azt jelenti, hogy véges N-re a Markov populaciés
modellnek is tobb kiilonboz& stacionarius eloszlasa van?

Véges Markov-ldncnak mindig csak egyetlen stacionérius
eloszlasa van. Ebben az esetben véges N-re olyan, ami a két
stabil fixpont koré van koncentralva. Minél nagyobb N, annal
koncentraltabb.

Véges N-re a két stabil fixpont olyan, mint két ,volgy”: a
rendszer sok id6t eltdlt az egyik volgyben, néha atvandorol a
masik volgybe, aztan ott tolt el sok idSt, és igy tovabb.



