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Definicié

Kezdetben egyetlen egyed van.
Neki van véletlen szdm( wutdda.

Minden utédjanak szintén van véletlen szama utéda, ugyanolyan
eloszlassal, fliggetleniil a tobbiektsl.

Az 6 utédaiknak is van véletlen szami utéda ugyanolyan eloszlassal
fliggetleniil a tobbiektsl, és igy tovabb.

Az igy kapott folyamat egy eldgazé folyamat vagy Galton-Watson
fa.



Példa
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Példa

Xo =1 (0. generécid)
X1 (1. generacio)
X, (2. generacio)

Xs (3. generacio)



Példas

Galton és Watson eredetileg a nemesi nevek leszarmazasat
vizsgaltak Angliaban.
Tovabbi példak:

> jarvanyterjedés

> informacié terjedése

» nuklearis lancreakcié



Kérdések

Kérdések:
» A folyamat kihal vagy 6rokké folytatodik?
» Mi X, (az n-edik generacio) eloszlasa? E(X,) =7

> Mi N =737, X, afolyamat teljes egyedszdmanak az
eloszlasa?



Utddeloszlas

Generatorfliggvény segitségével valaszoljuk meg a fenti kérdéseket.

X eloszlasat utddeloszlasnak nevezziik; a generatorfliggvényét
jeldlje G(z). G(z) teljesen leirja az elagazé folyamat viselkedését;
G(z) a folyamat egyetlen bemenete, ismeretében a fenti kérdéseket
mind meg tudjuk valaszolni.

Xo = 1, mivel kezdetben 1 egyed van a folyamatban.
X1 véletlen, generatorfiiggvénye G(z).
Xy egy Xq tagszamu Gsszeg, igy a generatorfliggvénye G(G(z)).
Hasonléan X3 generatorfiiggvénye G(G(G(z))), és igy tovabb.
Altalaban X, generatorfiiggvénye G(...G(z)...).

—_——

n



X, varhato értéke

Lemma

E(X) = (E(X1))" = (6"(1))".

Biz. X, generatorfiggvénye G(...G(z)...), ahol G n-szer
szerepel. Ennek a derivaltjat kell kiszamitanunk a z =1 helyen:

G(...G(2)...)|,_, =



Osztalyozas

A folyamat viselkedése nagyban fiigg G'(1) értékétsl.
Hogyan viselkedik E(X,) = (G’(1))"” amint n — oo?

» Ha G’(1) < 1, minden egyednek atlagosan kevesebb, mint 1
utéda van, azaz a generaciok atlagban egyre kisebbek, és
E(X,) — 0 exponencialisan gyorsan.

» Ha G’(1) =1, minden egyednek atlagosan I utéda van, és
E(X,) = 1.

» Ha G’(1) > 1, minden egyednek atlagosan tébb, mint 1 utéda
van, és a generacidk atlagosan egyre nagyobbak lesznek, és
E(X,) — oo exponencialisan gyorsan.



Osztalyozas

Ez alapjan természetes az elagazé folyamatokat 3 osztalyra osztani
G'(1) ertéke alapjan:

» Ha G’(1) < 1, a folyamat szubkritikus.

» Ha G'(1) =1, a folyamat kritikus.

» Ha G'(1) > 1, a folyamat szuperkritikus.



Kihalas valészintisége

A kihalds az az esemény, hogy egy id6 utdn semelyik egyednek
nincs tobb utéda.

Tétel

P(kihalds) = z*,
ahol z* a legkisebb nemnegativ megoldasa a
G(z)=z

egyenletnek.



Kihalas valészintisége

Biz. X, = 0 az az esemény, hogy a folyamat kihal az n-edik
generaciéban vagy korabban, a kihalas pedig az az esemény, hogy
valamelyik generécié iires, azaz

{kihalas} = [j {Xn» =0}.
n=1

Mivel X, generatorfiggvénye G(...G(z)...), és P(X, =0)
———

n
novekvd, ezért

P(kihalas) = lim P(X, =0)= lim G(...G(0)...).
n—oo n*)OOR,—/

Ezt a limeszt kell kiszamitanunk.



Kihalas valészintisége
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Kihalas valészintisége
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Kihalas valészintisége
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Kihalas valészintisége
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Tétel

(a) Szubkritikus folyamatra P(kihalds) = 1.

(b) Kritikus folyamatra P(kihalds) = 1, kivéve azt a
determinisztikus folyamatot, amelyre P(X; = 1) = 1.

(c) Szuperkritikus folyamatra P(kihalds) < 1.

Biz. Az el6z6 tétel szerint P(kihalas) = z*, ahol z* a G(z) =z
egyenlet legkisebb nemnegativ gydke.

Mivel G(1) =1, ezért z = 1 mindig gydke G(z) = z-nek. Mivel
G(z) konvex [0, 1]-en, ezért [0, 1]-en legfeljebb két metszéspontja
lehet a z egyenessel; a kérdés az, van-e az 1-en kiviil még egy masik
is.



Kihalas valészintisége

G'(1) <1 G'(1)=1 G'(1)>1

G'(1) > 1 esetén G(z) grafikonja az 1 kdzelében a z fiiggvény alatt
van, viszont 0 kozelében mar felette, tehat valahol 0 és 1 kozott
metszik egymast.

G'(1) < 1 esetén G(z) grafikonja végig a z fiiggvény felett halad,
tehat nincs masik gyok 0 és 1 kozott.



Kihalas valészintisége

A kihalas valdsziniiségét dsszefoglalva:

» Ha a folyamat szubkritikus vagy kritikus (kivéve a
determinisztikus P(X; = 1) = 1 folyamatot), akkor
P(kihalas) = z* = 1 automatikusan teljesiil.

» Ha a folyamat szuperkritikus, akkor z*-ot a G(z) = z
egyenletbdl kell kiszamolnunk.



Példa

Példa. Otténak 0, 1, 2 vagy 3 gyermeke sziiletik, mindegyik 1/4
valésziniiséggel. Minden leszarmazottjanak ugyanilyen eloszlasu a
gyermekeinek szama, fiiggetleniil a tobbiektsl.

P(Otténak nincs gyereke) =7
[P(Otténak nincs unokaja) =?
P(Otténak nincs dédunokaja) =7

P(Otténak leszarmazottai el6bb-utébb kihalnak) =7



Példa

Az utédeloszlas generatorfiiggvénye

1 1 1, 1,
G(Z)—Z—i—zz—i—zz +ZZ

Innen
P(Otténak nincs gyereke) = P(X; = 0)
P(Otténak nincs unokaja) = P(X, = 0)

1 85
G(G =G|(-)|=-—~0.332
(6(0) = 6 (3 ) = pog ~ 0332
P(Otténak nincs dédunokaja) = P(X;

G(G(G(0)) = G (85> ~ 0.370.

=0)

256



Példa

P(kihalas) = z*, ahol z* a G(z) = z egyenlet legkisebb nemnegativ
gyoke.

G'(1) =%+ 242 =3>1, afolyamat szuperkritikus, tehat

z* < 1 és meg kell oldanunk a G(z) = z egyenletet.

1 1

G(Z):Z+Z

1 1
z—|—122+123:z,

ahonnan z3 + z2 — 3z +1 = 0. Ez ugyan egy harmadfoki egyenlet,
de z =1 mindig megoldasa G(z) = z-nek, tehat (z — 1)
kiemelheté:

242 -3z+1=(z-1)(*+2z-1),

aminek a gydkei z; =1, zp = -1 — V2~ —2.414 és
73 =2z"=—-14++2~0.414.



Tétel
(a) Szubkritikus eldgazé folyamatra

P(X, > 1) — 0

exponencialisan gyorsan, amint n — oo.

(b) Szuperkritikus elagazo folyamatra
P(X, > 1) — 1 — P(kihalas)

exponencialisan gyorsan, amint n — oo.

(c) Kritikus eldgazo folyamatra (kivéve a determinisztikus
P(X1 = 1) =1 folyamatot)

P(X, > 1) = O(1/n)



Tualélés valésziniisége
o o0
(a) P(Xo > 1) = 3. P(Xy = k) < 3 KP(X, = k) = E(X,) =
k=1 =

(). -
(b) A [0, z*] intervallumon

G'(2)| < [G'(z7)| =c <1,
igy Lagrange-kozépértéktétel miatt tetszéleges z € [0, z*]-ra
1G(2) = 2| = |G(2) = G(2")[ < ¢|z = 7],
tehat specialisan z = 0-ra
|G(...G(0)...)—z"| < "0 —z"| < .
——

n

(c) nem biz.



Jelslje N = "7, X, a populacié teljes méretét (ha az elagazé
folyamat nem hal ki, akkor N = 00). N generatorfiiggvényét jeldlje
Gn(z) (szuperkritikus folyamatra Gy hianyos generatorfiiggvény).

Tétel

(a)
s = { 0 1 05
(b)
Gn(z) = zG(Gp(2)).
Biz.
(a)



Populacio teljes mérete

(b)

N:1+N1+---+NX1,

ahol X; az els6 generacié létszama, és Np, ... Nx, az elsé
generaci6 egyedeihez tartozé részfolyamatok mérete. Az N;-k
fliggetlenek és eloszlasuk megegyezik N eloszlasaval, tehat a
jobboldalon szereplé véletlen tagszami Gsszeg
generatorfiiggvénye zG(Gp(z)), a baloldal generatorfiiggvénye

pedig Gy(z).




Populacio teljes mérete

Megjegyzések. A
Gn(z) = 2G(Gn(2))
egyenlet megoldhaté kiilon-kiildn minden z-re.
A tétel nem allitja, hogy Gn(z) az egyetlen megoldas, csak azt,
hogy a keresett Gy(z) a megoldasok egyike.
Gn(1) = z¥ = P(kihalas).
Ha G’(1) < 1, akkor

1

G//v(l) = E(N) = 1—7@(1)’

mig ha G’(1) > 1, akkor

Gly(1) = E(N|N < o).



Populacio teljes mérete

Példa. Ha X; ~ PGEO(1/3), akkor

1
G(z) = —+
(2) =35,
és Gyn(z) = zG(Gp(z)) egy masodfoki egyenletre vezet, amelynek
megoldasai
3++v9—-82z
Y

A két megoldas koziil az a valédi, amelyikre Gp(0) = 0 teljesiil.
Ebben az esetben ez a (—)-os, tehat

3—-+v9—-82z

GN(Z) = 2



Dualitas

Tétel (Elagazoé folyamat dualitasa)

Tekintsiink egy szuperkritikus eldgazé folyamatot, melynek
utédeloszlasa

P(Xlzk):pk, kZO,l,...

Legyen a kihalas valosziniisége z* < 1. Ezen folyamat feltételes
eloszlédsa azon feltétel mellett, hogy a folyamat kihal, megegyezik
egy olyan eldgazé folyamat eloszlisaval, melynek utédeloszlésa

P(X{ = k) = (z*)tp, k=1,2,...

(A teljes folyamat eloszlasarél van sz6, azaz arrél a valésziniiségi
mértékrdl, amely megmondja, hogy a teljes folyamat mekkora
valésziniiséggel vesz fel adott véges vagy végtelen fakat.)

Nem biz.



Dualitas

Specidlis eset: Poisson elagazé folyamat dualitasa.

Ha az eredeti szubkritikus folyamat utédeloszlasa POI(u), ahol
p > 1, akkor, feltéve, hogy a folyamat kihal, ezen folyamat
feltételes eloszlasa megegyezik egy olyan elagazé folyamat
eloszlasaval, melynek utédeloszlasa POI()), ahol A a

e ™ = pe#

egyenlet azon megoldasa, amelyre A < 1.



Poisson elagazé folyamat dualitasa

0.3

0.2

2 4 6 8

A Xe fiiggvény grafikonja. Erdekes médon minél nagyobb i,
annal kisebb A.

Egy lehetséges interpretacio, hogy egy erésen szuperkritikus elagazé
folyamat csak gy tud kihalni, ha ez nagyon hamar bekdvetkezik, és
olyankor egy erésen szubkritikus elagazé folyamatra hasonlit.



Osszefoglalas

szubkritikus ‘ kritikus ‘ szuperkritikus
E(Xn) (¢'(1))"
P(X, =0) G(...G(0)...)
N——
n
P(kihalas) 1 1 z* <1

z* a z = G(z) egyenlet legkisebb nemnegativ gydke.



Véges populacié

Az elagazé folyamat egy olyan modell, amelynek potencialisan
végtelen a mérete. Véges populacion zajlé folyamatok
modellezésénél (pl. jarvanyterjedés) emiatt mindenképpen csak
kozelités. A kdzelités annal pontosabb, minél kisebb a folyamat
mérete a teljes populaciéhoz képest.

Véges populacié esetén az, hogy az elagazé folyamat végtelen,
annak felel meg, hogy a folyamat egyedszama Gsszemérhetd a teljes
populaciéval. A kihalas pedig annak felel meg, hogy a folyamat
mérete sokkal kisebb, mint a teljes populacié mérete.

Ajanlott irodalom: Janson-Luczak-Rucinski: Random Graphs.



1. feladat

Egy nagyon nagy kozdsségben kezdetben egyetlen ember hordoz egy
fert6z6 betegséget. Mielétt meggydgyulna, tovabbadja a betegséget
X1 masik embernek, ahol X; pesszimista geometriai eloszlasi p
paraméterrel. Miutan meggyogyult, nem fert6z tovabb. Minden
tovabbi fert6zott ember a tobbiektdl fliggetleniil és ugyanilyen
eloszlassal megfert6z ajabb embereket, mielétt meggydgyul.
Modellezziik elagazé folyamattal a torténteket, és ennek révén
adjunk valaszt a kdvetkezs kérdésekre p = 0,4 és p = 0,6 esetén is.



1. feladat

(a) Mennyi X; varhat6 értéke?

(b) Mekkora annak a valésziniisége, hogy az elsé emberen kiviil
senki mas nem fertéz tovabb (azaz a ,masodik generaci¢”
létszama 0)7?

(c) Jeldlje X3 a harmadik generacié létszamat. Hatarozzuk meg
E(X3) értékeét.

(d) Mekkora annak a valésziniisége, hogy semelyik generacié sem
hal ki? (Ez az esemény felel meg a jarvany kialakulasanak.)

(e) Jelolje N az 6sszes megbetegedés szamat. Hatarozzuk meg N
varhaté értékét.



1. feladat

Megoldas. Jeldlje G(z) az utédeloszlas generatorfiiggvényét:

p
R (e
(a)
E(X.) = G'(1) = 1;".

p = 0.4 esetén E(X;) = 3/2 = 1.5 > 1, azaz a folyamat
szuperkritikus.

p = 0.6 esetén, E(X1) =2/3 ~ 0.667 < 1, azaz a folyamat
szubkritikus.



1. feladat

p = 0.4-re P(X; = 0) ~ 0.526.
p = 0.6-re P(X, = 0) ~ 0.789.
()
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p = 0.6-re E(X3)



1. feladat

(d) P(kihalas) = z*, a legkisebb nemnegativ gydke a

p
e =P

egyenletnek. Ez egy masodfokid egyenletre vezet, a megoldasai

21:1, ZQZL.

1-p
p = 0.4-re z, < z, tehat P(kihalas) = z* = zp = 2/3, és
P(a folyamat sosem hal ki) = 1/3.

p = 0.6-re z; < z, tehat P(kihalas) = z* = z; =1, és
[P(a folyamat sosem hal ki) = 0.



1. feladat

(e) p=0.4 esetén a folyamat szuperkritikus és

E(N) = co.

p = 0.6 esetén a folyamat szubkritikus és

1 1

E(N) = 1= G'(1) 1-2/3

3.




1. feladat

Osszefoglalva:

p=04|p=0.6
E(X1) 15 0.667
P(X2 =0) 0.526 0.789
E(X3) 3.375 0.296
P(sosem hal ki) | 0.333 0
E(N) 00 3



3. feladat

Legyen egy elagazé folyamat utédeloszlasanak generatorfiiggvénye
G. Fejezziik ki G segitségével a kovetkez események feltételes
valésziniiségét!

(a) A folyamat kihal, feltéve, hogy az elsé generacié létszama k.

(b) A folyamat kihal, feltéve, hogy az els6 generacié nem halt ki.



3. feladat
Megoldas.

(a) Feltéve, hogy Xi = k, az elagazé folyamatnak k fae 4ga van,
melyek mindegyikének az eloszlasa megegyezik az eredeti
folyamat eloszlasaval. Tehat minden ag z* valdsziniiséggel hal
ki a tobbiektsl figgetleniil, és

P(kihalas) = (z*).



3. feladat

P(kihalas, X; > 0
P(kihalas|X, > 0) — L\kihalds, X >0)

P(X; > 0)
P(kihalés) — P(kihalas, X; = 0)
P(X: > 0) B
P(kihalés) — P(X; =0)
P(X: > 0) B
z* — G(0)

1-G(0)



4. feladat

Egy lanclevél arra kéri olvaséjat, hogy tovabbitsa 12 masik
embernek. Aki megkapja, azoknak a 92%-a torli a levelet
tovabbitas nélkiil, 8% azonban tovabbitja 12 masik embernek.

(a) Modellezziik a helyzetet elagazé folyamattal. Mi az
utédeloszlas varhato értéke? Szubkritikus, kritikus vagy
szuperkritikus a folyamat?

(b) Mekkora a valészintisége, hogy a levél terjedése el6bb-utébb
megall?

(c) Feltéve, hogy a levél eredeti szerzéje 12 embernek kiildte el,
mennyi a lanclevél “élettartama” soran elkiildott levelek
szamanak varhaté értéke?



4. feladat

(a) Megoldas. Az utédeloszlas
P(X; =0) =092,  P(X; =12) = 0.08,
generatorfiiggvénye
G(z) = 0.92 + 0.082'2,
varhaté értéke
G'(1) =0.96z"| _ =096 <1,

tehat a folyamat szubkritikus.

(b) Szubkritikus folyamatra P(kihalas) = 1, tehat 1
valésziniiséggel a levél terjedése el6bb-utébb megall.



4. feladat

(c) A folyamat méretét jeldlje N; ekkor

1 1

-G 1-006 2

E(N)

Feltéve, hogy a levél eredeti szerz§je 12 embernek kiildte el, a
folyamatnak 12 dga van, melyek mindegyike atlagosan 25
embert tartalmaz. Tehat

E(N|X; =12) =12-25+1
(mivel a szerz8 a 12 4ghoz képest még +1 egyed a

folyamatban).

Viszont az elkiildtt levelek szamanak varhaté értéke ennél
eggyel kevesebb, mivel ott nem kell a szerz6t szamolni. Tehat
az elkiildott levelek szamanak varhaté értéke 300.



5. feladat

Démotor kap egy beadando feladatot a tanaratdl, amit 50% eséllyel
old meg helyesen. Amennyiben elrontja, kap 2 tovabbi feladatot,
melyeket szintén 50% eséllyel old meg helyesen (az el6zményektsl
fliggetleniil). Minden tovabbi hibas megoldas ,,jutalma” is két
tovabbi feladat. Mennyi a val6sziniisége, hogy Domdotdrnek egy id6
utan nem kell tovabbi feladatokat megoldania? Varhatéan hany
feladatot kell eddig megoldania 6sszesen?

Megoldas. Legyenek a feladatok az egyedek, és egy feladatnak 0
vagy 2 utéda van attél fligg6en, Domdtdr helyesen oldja-e meg. Az
igy kapott elagazé folyamat utédeloszlasanak generatorfiiggvénye



5. feladat

G'(1)=1,
igy a folyamat kritikus (és nem a determinisztikus folyamat), tehat
P(kihalas) =1,
ami j6 hir.
Viszont ha N jeléli az 6sszes feladatok szamat, akkor
E(N) = oo,

ami nem annyira.



	Appendix
	Kitekintés


