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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

Emlékeztets. M/M/1 sor: 1 szerver, FIFO (érkezési sorrend
szerinti) kiszolgalas, végtelen buffer.

e L[] [ele[@p—n

Az M/M/c sorban c szerver (kiszolgalé egység) van és végtelen
buffer:

e [ L] [ [ele]e@fo—n

Az M/M /oo sorban minden igény azonnal elkezd fix u rataja
kiszolgalast kapni.



M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

Tétel.

(a) Egy M/M/1 sor pontosan akkor stabil, ha p =X/ <1, és
ilyenkor a stacionarius eloszlasa PGEO(1 — p).

(b) Egy M/M/c sor pontosan akkor stabil, ha p = % <1 ésa
stacionarius eloszlasa
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(c) Egy M/M/co sor mindig stabil, és a stacionarius eloszlasa
POI(\/ ).



Atlagos sorban toltott id6, sorban toltott id8 eloszlasa

Tétel.
Egy M/M/1 sorban egy igény sorban téltétt idejének eloszlisa
EXP(u — \), az tlagos sorban téltétt ideje ulf/\

Tétel.
Egy M/M /oo sorban egy igény sorban téltétt idejének eloszlasa
EXP(u), az atlagos sorban téltétt ideje %

(M/M/c sorra is van explicit képlet, csak ronda, azt nem nézziik
meg.)



Kimeng folyamat

Tétel. (Burke)

Tekintsiink egy M/M/1, M/M/c vagy M/M/cc sort X érkezési
ratdval, és tegyiik fel, hogy a sor stabil és staciondrius.

Ekkor a sor kimend folyamata \ paraméterid Poisson-pontfolyamat.

Nem biz., de (M/M/1 sorra) egy lehetséges bizonyitas azon
alapszik, hogy a sort id6ben visszafelé nézve is pont egy M/M/1
sort latunk.

Megjegyzés. A kimeng folyamatban nem jatszik szerepet a szerver
kiszolgalasi rataja. (Csak annyiban, hogy a feltételek kdzott
szerepel, hogy a sor stabil.)



Sorbanallasi halézatok

Kiszolgalasi rendszerekben gyakran eléfordul, hogy egy igénynek
tobb kiildnb6z6 szerverhez is sorba kell allnia, mire megkapja a
kivant kiszolgalast.
Példak:

» adatcsomagok/kommunikacids igények tovabbitasa;

» hivatali igyintézés;

> egy gyarban az alkatrészek megmunkalasa.

Egy halozat lehet nyilt, ilyenkor érkezhetnek aj igények a
rendszerbe, illetve igények tavozhatnak is a rendszerbdl.

A masik lehet8ség a zart halézat, ilyenkor nincsenek a rendszerbdl
tavozo és érkezd igények, hanem a bent lévs igények szama allandé.



Sorbanallasi halézatok

Tipikus kérdések:
> stabilitas feltétele az egész rendszerre;
» a rendszer stacionarius allapota;
> az egyes csoméponti szerverek kihasznaltsiga;

> atlagos késleltetés az egyes csomépontoknal és az egész
rendszerre;

> rendszerben toltott id6 eloszlasa.



Nyilt Jackson-héalézatok

A kovetkez6t nevezziik nyilt Jackson-halézatnak:
> a halézatban m darab M/M/1, M/M/c vagy M/M /oo szerver
van, az i-edik szerver kiszolgalasi rataja u;, az i-edik
szerverben a kiszolgalé egységek szama ¢;;
> az i-edik szerverhez a kiils6 igények egy ~; paraméterii
Poisson-folyamat szerint érkeznek (a kiilonb6z8 szerverekhez
flggetlenil);
> ha az i-edik szerver kiszolgélt egy igényt, az igény Pj
valésziniiséggel beall a j-edik szerver sordba, illetve
1— 371", Py valészintiséggel tavozik a rendszerbdl.
A P an. irdnyitasi matrix tulajdonségai:
> Pj>0 Vij=1,...,m,
> > Py <1 Vi=1,...,m-re, &s legalabb egy i-re < all.
Az ilyen tulajdonsagi matrixokat szubsztochasztikus matrixoknak
hivjuk.



Aciklikus Jackson-halézatok

A nyilt Jackson-halézatokon beliil egy hal6zat aciklikus, ha a
szerverek sorba rendezhet8ek Ggy, hogy a szerverek kdzott mindig
csak el6re felé van forgalom (vagyis nincs visszacsatolas).

\

[ HO—

llyenkor i > j-re Pj =0, azaz P fels6-haromszog matrix.



Aciklikus Jackson-halézatok

Emlékeztets. Poisson-folyamatokra Unié és Ritkitas tétel.

Ha valamelyik szerver érkezési folyamata egy \; paraméterii
Poisson-folyamat, akkor a Burke-tétel szerint a kimeng folyamata is
az, ami aztan a ritkitas tétel miatt (kisebb paraméteri)
Poisson-folyamatokra oszlik és jarul hozza a késébbi szerverek
érkezési folyamatahoz.

Mivel a halézat aciklikus, ezért barmelyik szerver bemenetén
figgetlen Poisson-folyamatok talalkoznak, igy az uni6 tétel miatt a
késSbbi szerverek bemenete is Poisson-folyamat.



Aciklikus Jackson-halézat stabilitasa

A kiilsé érkezéseket is figyelembe véve az i-edik szerver bemeneti
rataja

i—1
X =i+ Y AP
j=1

Ez a \j-kre egy linearis egyenletrendszer, ami sorban elére haladva
expliciten megoldhaté.

Tétel.
Egy aciklikus Jackson-halézat pontosan akkor stabil, ha

> az dsszes M/M/1 szerverre \; < pi, és

> az 6sszes M/M/c szerverre \; < cip;.



Forgalmi egyenlet

Olyan nyilt Jackson-hal6zatokra, amikben van visszacsatolas, az
egyes szerverek bemenetén talalkozé folyamatok fiiggetlensége
sériilhet.

N

Emiatt a bemeneteken mar nem feltétlenul lesznek
Poisson-folyamatok.




Nyilt Jackson-héalézatok

Ezzel egyiitt a hossz( tava atlagos érkezési ratardl van értelme
beszélni, és azzal hasonléan lehet szamolni, mint a
Poisson-folyamat paraméterével.

Azt mondjuk, hogy az i-edik szerver érkezési rataja A;, ha hossza T
id6 alatt \; T + o(T) igény érkezik.

llyenkor a szerver kimend rataja is \;, ami a Pj; valésziniiségek
szerint oszlik szét és jarul hozza a tobbi szerver érkezési ratajahoz.

A kiilsé érkezéseket is figyelembe véve ez ismét csak dsszefoglalhaté
egy linearis egyenletrendszerbe:

Tétel. (Forgalmi egyenlet)

Ai =7+ > AiPji.
j=1



Forgalmi egyenlet

Matrix-vektor alakban a forgalmi egyenlet
Al = P)=m;

Ha | — P invertalhaté (ehhez elégséges, ha minden szerverbdl a
forgalom egy része elébb-utébb tavozik a rendszerbdl), akkor a
megoldas

A=~(-P) L



Stabilitas, kihasznaltsag

Tétel. (Stabilitas feltétele)
Egy nyilt Jackson-halézat pontosan akkor stabil, ha
> az Gsszes M/M/1 szerverre \j < p;, és

> az dsszes M/M/c szerverre \; < c;ju;.
1 1 1

Tétel.
Az egyes szerverek kihasznaltsdga i = 1,... m-re rendre

» az M/M/1 szerverekre %,

» az M/M/c szerverekre %’LI

(Es az M/M/oo szerverekkel mi a helyzet?)



Latogatasok szama
Jeldlje L;; azt, hogy egy igény hanyszor latogatja meg a j-edik
szervert a rendszerbdl val6 tavozasaig, feltéve, hogy most az i-edik
szerverben van.

Lemma

E(Lij) =[(I = P) i,

Biz. Az i-edik szerverbdl indulva a j-edik szerverbe val6 latogatasok
szamanak varhato6 értéke teljes varhato érték tétel alapjan

E(Lij) = 6ij+ Y PE(Ly)),
k=1
ami matrix alakban irva
E(L)=1+P-E(L),
aminek a megoldasa éppen

E(L)=(I-P)7.



Atlagos rendszerben toltétt id6

Tétel. (Atlagos rendszerben téltstt ido)

Tegyiik fel, hogy egy nyilt Jackson-halézatban minden sor M/M/1.
Ha egy igény beall az i-edik sorba, akkor onnantdl a rendszerbél
valo tavozasig sziikséges idé varhato értéke

m

SO0 - PY

= pj— A

Biz. Aszerint szamoljuk &ssze, hogy melyik sorba hanyszor allt be,
és ott mennyi id6t toltott.

Ha M/M/oo sorok is vannak a halézatban, akkor azokra az M'£>\'
J J

tagot ki kell cserélni ﬁ—re. (Sé6t, igazabdl M/M/c sorokra is

J
miikddne, csak arra nem néztilk meg a sorban toltétt id6 varhaté
értékének az explicit képletét.)



Stacionérius eloszlas

Egy Jackson-halézat pillanatnyi allapotat a (ki, ..., km) vektor irja
le, ahol k; az i-edik sorban allé igények szama. A (ki, ..., km)
vektorra teljesiil a Markov-tulajdonsag.

Ha a halézat stabil, akkor pontosan egy stacionarius eloszlas
|étezik, és a halézat barmilyen kezdeti értékbdl inditva a
stacionarius eloszlashoz konvergal.

Tétel. (Jackson)
Egy stabil nyilt Jackson-halézat stacionarius eloszlésa

m
Vee(ke, - km) = [ milki).
i=1

ahol 7;(.) a megfelel6 M/M/1, M/M/c vagy M/M/oc sor
staciondrius eloszlasa.



Stacionérius eloszlas

Specidlisan ha minden sor M/M/1, akkor az i-edik sor stacionarius
eloszlasa PGEO(p;), és a teljes rendszer stacionarius eloszlasa

Vst(k1,- -5 km) = pr'(i(l - pi);
i=1

ahol p; = \i/pi.

A Jackson-tételt nem biz., de csak annyit kell tenni, hogy
ellenérizziik, hogy a megadott eloszlas teljesiti a stacionarius
eloszlas definicigjat. A szamolas végiil a forgalmi egyenletre
egyszeriisodik.

A Jackson-tétel szerint a rendszer staciondrius eloszlasa szorzat
alaki: egybeesik azzal, mintha a sorok fiiggetlen M/M/1, M/M/c
illetve M/M /oo sorok lennének.



Mit lat egy beérkezé igény?

Emlékeztets: a PASTA elv azt mondta ki, hogy ha egy
Markov-sorban az érkezési folyamat Poisson-folyamat, akkor
minden egyes beérkezs igény a stacionarius sorhossz eloszlast latja.

Ez igaz nyilt Jackson-halézatokra is, Erkezési tétel néven (Arrival
Theorem).

Tétel. (Erkezési tétel)
Barmely igénynek barmely sorba valo érkezésekor a latott

(beérkezési pillanat el6tti) sorhosszak egyiittes eloszlasa a teljes
hélézatban stacionarius.

Barmely igény rendszerbdl valé tavozasakor a tévozas uténi
pillanatban litott sorhosszak egyiittes eloszldsa a teljes halézatban
staciondrius.

Nem biz.



Zart Jackson-halézatok

A kovetkez6t nevezziik zart Jackson-hal6zatnak vagy
Gordon—Newell-halézatnak:

> a halézatban m darab M/M/1 szerver van, az i-edik szerver
kiszolgalasi rataja pu;;
> ha az j-edik szerver kiszolgélt egy igényt, az igény Pj
val6sziniiséggel beall a j-edik szerver soraba.
Figyelem: M/M/c és M/M/oo most nem megengedett!

Ezittal feltessziik, hogy nincsenek sem érkezé igények, sem tavozé
igények, a rendszerben |évé igények szama allandé.

llyenkor minden i =1,..., m-re

m

> Pi=1,
j=1

az iranyitasi matrix sztochasztikus.



Zart Jackson-halézatok

Zart Jackson-halézatokra nem kell stabilitast vizsgalni.
A forgalmi egyenletben nincs kiilsé érkezés:

m

A= Pi)j.

Jj=1

llyenkor a megoldas csak konstans szorz6 erejéig egyértelmi; a
normalizalds a rendszerben keringd igények szamabdl jon majd.

Jeldlje a rendszerben 1évé igények (fix) szamat K.



Zart Jackson-halézatok

Tétel. (Gordon—Newell)

A staciondrius eloszlas

m )\ k,—
vst(kl,...,km):H<{> :
j=1 M

ahol \j-k teljesitik a forgalmi egyenletet, és

m )\i k,—_
2l () =t

(ki,... km):
kit +kn=K

(Ezzel az egyenlettel a \j-k mar egyértelmiien meghatarozottak.)

Biz. Ugyanigy csak ellenérizni kell a stacionarius eloszlas
egyenleteit, mint nyilt halézatokra.



1. feladat

Az alabbi halézatban mindharom szerver FIFQ, a kiszolgalasi
ratajuk rendre ug =25, ug = 1.7, uc = 1.5.

(a) Stabil-e a halézat?
(b) Mekkora az egyes szerverek terheltsége?

(c) Egy kiviilrgl A-ba beérkezd igény atlagosan mennyi id6t tolt a
rendszerben?

(d) Mi a rendszer stacionarius eloszlasa?



1. feladat

(a) Stabil-e a héalézat?

Megoldas. A P iranyitasi matrix a kdvetkezé:

0 04 06
P= 0 0 ©
05 0 O

Legyen

v=(av87c)=(140.80), A= (\aAg Ac).

Az egyes szerverek érkezési ratajat a forgalmi egyenletbdl
tudjuk kiszamitani:
A= P)=nr.



1. feladat

(a) A forgalmi egyenlet megoldasa
A=(201612),
igy

Aa=20< pa =25,
Ap=16< ug = 1.7,
Ac=1.2 <puc=15

mind teljesiil, a rendszer stabil.



1. feladat

(b) Mekkora az egyes szerverek terheltsége?

Megoldas.

pPA = Aa/pa = 0.800,
pg = Ag/up = 0.941,
pc = Ac/unc = 0.800.



1. feladat

(c) Egy kivillrsl A-ba beérkezd igény atlagosan mennyi id6t tolt a
rendszerben? Megoldas.

1.429 0.571 0.857
(I-P) = 0 1 0o |,
0.714 0.286 1.429

és
m

DI =P) My

j=1

1
=11.43.
A

M j

(d) A rendszer stacionarius eloszlasa

vat(ka, ke, kc) = (1 — pa)pit (1 — pB)p (1 — pc)pE =
= 0.00235 - 0.8katkc . g.941s.



2. feladat

Az alabbi halézatban minden szerver M/M/1 tipusi, az egyes
szerverek kiszolgalasi rataja rendre g = 6.0, ug = 2.0,

e = 4.0, up = 3.0. A kiviilrél torténd érkezések rataja vy, = 2.5.
Az A szerverbél kimeng igények p valésziniiséggel a B, 1 — p
valésziniiséggel a C szerver soraba allnak be.

(a) A p paraméter mely értékeire stabil a hal6zat?

(b) Jellemezziik a D szerver érkezési folyamatat.

(c) Szamitsuk ki egy véletlen beérkez8 igény atlagos rendszerben
toltott idejét a p paraméter fliggvényében.

(d) A p paraméter mely értékére lesz az atlagos rendszerben
toltott id6 minimalis?



2. feladat

(a) A p paraméter mely értékeire stabil a hal6zat?

Megoldas. Ez egy aciklikus halézat, az iranyitasi matrixa

1—p

oo oo
[N eNolhel
o o o |
[« =S}

A forgalmi egyenlet megoldhaté expliciten:

)\A = YA = 2.5,

AB = pAa = 2.5p,

Ac = (1—p)ra=25(1 - p),
Ap = Ag = 2.5p.



2. feladat

(a) A halézat pontosan akkor stabil, ha

Aa=25<pua=6.0,

Ag =2.5p < ug = 2.0,

Ac =25(1 —p) < pc =4.0,
Ap =25p < up=23.0

mindegyike fennall, ahonnan
0<p<0.38
kell teljestljon.

Jellemezziik a D szerver érkezési folyamatat.

Megoldas. Aciklikus halézatban ha a kiilsé érkezési folyamatok
fiiggetlen Poisson-pontfolyamatok, akkor az egyes szerverek
érkezési folyamata is Poisson-folyamat, igy a D szerver érkezési
folyamata PPP(2.5p).



2. feladat

(c) Szamitsuk ki egy véletlen beérkez8 igény atlagos rendszerben
toltott idejét a p paraméter fiiggvényében.

Megoldas.
1 pl=p p
1|01 0 1
U=PY"=100 1 ol
00 0 1
és
4
1
[(1 = P) 1y =
J; i = A
]__
0.2857 + P ___P P

4-25(1-p) 2—-25p + 3-25p

(d) Az elébbi fiiggvény a p € [0,0.8) intervallumon a minimumat
p = 0.141-nél veszi fel.



3. feladat
Az alabbi zart halézatban két igény kering. Az A szerver M/M/1,
kiszolgalasi rataja ua = 1.0, a B szerver szintén M/M/1 tipusa,
we = 2.0.

(a) Mik a lehetséges allapotok?

(b) Trjuk fel a teljes rendszer generatorat, és az alapjan szamitsuk
ki a stacionarius eloszlast.

(c) Szémitsuk ki a stacionérius eloszlast a Gordon-Newell tétel
alapjan.

(d) Adjuk meg az egyes szerverek terheltségét.



3. feladat

(a) Mik a lehetséges allapotok?

Megoldas. A lehetséges allapotok:
» (20): az A szerverben van mindkét igény;
» (11): az A szerverben és a B szerverben is 1 igény van;
» (02): a B szerverben van mindkét igény.

(b) A (20)—(11) atmenet rataja 1.0 - 0.8, mivel ilyen atmenet
akkor torténik, ha az A szerver kiszolgélja a bent |évé két igény
koziil az els6t (ennek ratdja 1.0), ES az a B szerverbe keriil at
(ennek valdsziniisége 0.8). Hasonléan a tébbi atmenetrata:

(20) (11) rataja 1.0 - 0.8 = 0.8;

11)—(20) rataja 2.0 0.6 = 1.2;

)—(02) ratdja 1.0- 0.8 =0.8;

)—(11) rataja 2.0 - 0.6 = 1.2.

v

vYyy
AAA

11
20



3. feladat

(b) A teljes rendszer mint Markov-lanc generatora

-08 08 O
Q= 1.2 -2 038
0 12 -12

az ehhez tartozé stacionarius eloszlas pedig

vee = (0.4737 0.3158 0.2105).



3. feladat

(c) Az iranyitasi matrix

0.2 038
P= [ 0.6 0.4 ]

és a forgalmi egyenlet:

Aa = 0.224 +0.6)\p
Ag = 0.8X\4 + 0.4)p,

ahonnan
/\A:3C, )\B =4c

valamely ¢ > 0 konstanssal.



3. feladat

(c) A Gordon—Newell tétel szerint ¢ értékét onnan kapjuk, hogy

> II(Y) -
RS i
ki 4o+ kn = K

(5) - (35) G5) (35)

ahonnan ¢ = 0.2294, és igy

ami itt

Aa =3c=0.6882, Mg =4c=0.9177.



3. feladat

(c) A stacionarius eloszlas a Gordon—Newell tételbdl szamolva

a2
vet(2,0) = <) = 0.4737,
KA
Vee(1,1) = <AA> (AB> — 0.3158,
HA KB
A2
Vet (0,2) = <> — 0.2105,
KB

ami valéban megegyezik a generatorbdél szamolt stacionéarius
eloszlassal.

(d) Az egyes szerverek terhelése (kihasznaltsaga)

pa = Aa/pa = 0.6882/1.0 = 0.6882,
ps = \g/us = 0.4588/1.0 = 0.4588.



