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Val6szintiségi mezé

A valésziniiségi mezd egy (Q2,P, F) harmas, ahol
o Q a kimenetelek halmaza,
@ F az események halmaza, amik €2 részhalmazai, és

e P a valdsziniiség, ami egy F elemein értelmezett valds
fliggvény.
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Példa. Feldobunk egy szabalyos érmét 3-szor. Ekkor
Q = {FFF,FFI,FIF FIl IFF IFI IIF 1Il},
ahol F a fej, | az iras. Példa események:

A = ,az els6 dobas fej” = {FFF, FFI, FIF, FlIl},
B =, mindharom dobas egyforma” = {FFF,IIl}.

A valészin(iség a kdvetkezd:
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A valészinlségi fiiggvény tulajdonsagai

P mindig teljesiti a kovetkezé tulajdonsagokat:

P(0) =0,
P(Q) =1,
és ha A, Az, ... diszjunkt események, akkor

]P’( G A,-) - i]P’(A,-).
i=1 i=1

(Ennek a neve o-additivitas.)
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Példa. Valasszunk egy pontot egyenletesen a [0, 1] intervallumbdl.
Ekkor
Q2 =10,1],

és pl.
P({0.5}) = 0,

P([0.5,0.7]) = 0.2,
P([0.5,0.7] U[0.9,1]) = 0.3.
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Feltételes valészintiség

A és B eseményekre A feltételes valdsziniisége feltéve B-t a

kovetkezd:
P(AN B)

P(AIB) = —5

A és B fiiggetlenek, ha
P(AN B) =P(A)P(B),
vagy ezzel ekvivalens, hogy
P(A|B) = P(A).

A fliggetlenség szimmetrikus tulajdonsag.
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Példa. Feldobunk egy szabalyos érmét haromszor. Mi a feltételes
valésziniisége annak, hogy az elsé dobas fej, feltéve, hogy van
legalabb 2 fej dsszesen?

A = ,az els6 dobas fej” = {FFF, FFI, FIF, Fll},
B = ,van legalabb 2 fej 6sszesen” = {FFF, FFI, FIF, IFF},

és igy
AN B = {FFF,FFI,FIF}.

Fhdor g BANB) 3/8 3
WB)="p@E) “ap @
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Feltételes valdszintiség tétele

Tétel (Bayes)

P(A|B)P(B)
P(BIA) = —————=
(Bl4) P(A)
Bi, ..., Bk egy teljes eseményrendszer, ha

B,-ﬂBj:(Z)hai;éj,
BiU---UBy=Q.

Tétel (Teljes valészintiség)

Ha B, ..., By teljes eseményrendszer, akkor

P(A) = P(A|B)P(By) + - - - + P(A|B)P(By).
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Valészintiségi valtozok

Informélisan a valésziniiségi valtozé egy véletlen szam.

Formalisan: adott valdsziniiségi mez& esetén az X valdsziniiségi
valtozo egy 2 — R flggvény.

Példa. Feldobunk egy szabalyos érmét haromszor. Legyen X a fejek
szama. Ekkor

X(FFF) = 3,

X(FFI) = X(FIF) = X(IFF) = 2
X(FII) = X(IFI) = X(IIF) = 1
X1y =
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Valészintiségi valtozok

Ha X csak nemnegativ egész értékeket vehet fel, akkor diszkrét
valdsziniiségi valtozénak nevezziik, mig ha tetszSleges valds értéket
felvehet, akkor folytonos valdsziniiségi valtozénak nevezziik.

Példa. Az utcan figyeljiik az autékat.

Legyen T az az id8, amit az els§ elhaladé autdig varnunk kell. T
folytonos.

Legyen X az elhaladé auték szama 2 perc alatt. X diszkrét.
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Eloszlasok

Egy valésziniiségi valtozd eloszlasa az, hogy milyen értéket milyen
valészinliséggel vesz fel.

Ha X diszkrét, akkor az eloszlasa leirhaté a
P(X=k)=pk, k=0,1,...

értékekkel.

Példa- Feldobunk egy szabalyos érmét haromszor. Legyen X a fejek
szama. Ekkor
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Eloszlasok

Folytonos valésziniiségi valtozékra az elébbi definicié nem miikddik.
Példaul ha T az els6 elhaladé autdig valé varakozasi id6t jelenti,
akkor annak a val6szintisége, hogy T pontosan 1 perc, nulla.
Azonban annak a valészinilsége, hogy ,, T kevesebb, mint 1 perc”,
mar pozitiv.

Ennek megfeleléen egy folytonos valdsziniiségi valtozo eloszlasat az
eloszlasfiiggvénnyel irjuk le:

F(x) =P(X < x)

ahol x egy val6s valtozé.
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Eloszlasok

Eloszlasfiiggvények tulajdonsagai:

e F(x) ndvs,

o limy_oo F(x) =0, limy_oo F(x) = 1.
Barmilyen fliggvény, ami rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal,
megfelel§ eloszlasfiiggvény.

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



Eloszlasok

dF(x)

o

Ha F derivalhatd, akkor f(x) = a megfelel§ siirliségfiiggvény.
Sﬁrl’jségﬁjggvények tulajdonsagai:

o f(x)>

o [*, X)dx =1
Barmilyen fliggvény, ami rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal,
megfeleld siirliségfliggvény.

pdf
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0.3
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Eloszlasok

Adott A C R halmazra

> Pk ha X diszkrét

_ ) kea
P(X € A) = [ f(x)dx ha X folytonos
A

Egy diszkrét valésziniiségi valtozé nagyobb valészintiséggel vesz fel
olyan k értékeket, amelyekre px nagyobb.

Egy folytonos valésziniiségi valtozé nagyobb valésziniiséggel vesz fel
értékeket olyan x kdzelében, ahol f(x) értéke nagyobb.
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Varhaté érték

Egy valdsziniiségi valtozd varhatd értéke

z kpx ha X diszkrét

f x)dx ha X folytonos
R

E(X) =

A varhato érték X atlagos értéke.

Példa. Dobunk egyet egy szabalyos 6 oldali dobdkockaval, X a
dobas értéke. Ekkor

1 1 1 1 1 7
—Z.14Z.24 . .44z Z.6=—.
E(X) 5 —i—6 —|-6 3+6 —|-6 5+6 6 5
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Valészintiségi valtozo fiiggvényének varhaté értéke

Ha X val6szintiségi valtozo és g egy R — R fiiggvény, akkor

Z g(k)pxk ha X diszkrét
E(g(X)) =
(X)) fg )f(x)dx ha X folytonos
Példa. Ha X egy szabalyos kockadobas értéke, akkor
91

1 1 1 1 1 1
B(X2)=2.1242.2242.32 42 .42 2 .52 2.2 22
(X9) 6 +6 +6 3 +6 +6 5 +6 6 o
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Varhaté érték

Példa. Legyen X eloszlasa

P(X = 49) = P(X = 51) = 1/2.
Ekkor E(X) = 1 -49 + } - 51 = 50.
Legyen Y eloszlasa

P(Y =0) = P(Y =100) = 1/2.
Ekkor E(Y) = 3 -0+ - 100 = 50 = E(X).

E(X) jellemzi az X valdsziniiségi valtozé értékét, de azt nem, hogy
X tipikusan mennyire messze van a varhato értékétsl.
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Sz6rés és variancia

X variancidja (szérasnégyzete)
Var(X) = E(X?) — (E(X))?,

és X szbrasa

D(X) = /Var(X) = /E(X2) — (E(X))2.

A széras (és a variancia) jellemzik, hogy X tipikusan mennyire kozel
van E(X)-hez. Az X-t6l valé eltérést négyzetesen biintetik.
Tulajdonsagok:
o Var(X) =E ((X — E(X))?)
e Var(X) > 0, és egyenldség csak akkor lehet, ha X 1
valésziniiséggel konstans.
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Sz6rés és variancia

Példa. Ha X egy szabalyos 6 oldalt kockadobas értéke, akkor mar
kiszamoltuk, hogy

1
EX) =7, E(XP) =
tehat
Var(X) = o <7>2 = 3—5,
6 \2 12
és
D(X) = % ~ 171
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Vérhaté érték és szoéras tulajdonsagai

A varhato érték linearis: a, b, c € R konstansokra
E(aX 4+ bY + ¢) = aE(X) + bE(Y) + c.
a, b € R konstansokra
D(aX + b) = |a|D(X).
Ha X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozék (definicié révidesen),

akkor
D3 (X + Y) = D*(X) + D?(Y).
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Feltételes eloszlas

Egy diszkrét valdsziniiségi valtozé feltételes eloszlasa feltéve egy A
eseményt a kdvetkezé:

P(X = k, A)

PX = KA) = =5

Egy folytonos valésziniiségi valtozé feltételes eloszlasfiiggvénye
feltéve egy A eseményt:
_ P(X <x,A)

F(x|A) =P(X < x|A) = W7

a feltételes siirliségfiiggvény pedig f(x|A) = W-
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Feltételes varhaté érték

Egy X val6sziniiségi valtozé feltételes varhaté értéke feltéve egy A
eseményt:

Z kP(X = k|A) ha X diszkrét
fxf x|A)dx ha X folytonos

Tétel (Teljes varhato érték tétel)

Ha B, ..., By teljes eseményrendszer, akkor

E(X) = E(X|B1)P(B1) + - - - + E(X|Bi)P(Bx).
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Bernoulli eloszlas

X Bernoulli eloszlasi p paraméterrel, réviden X ~ I(p), ha
P(X =1) =p, P(X=0)=1-p.

X felfoghaté gy, mint egy darab véletlen préba eredménye, ahol a
siker valésziniisége p.

E(X) = p.
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Diszkrét egyenletes eloszlas

X diszkrét egyenletes eloszlasi n paraméterrel, réviden X ~ DU(n),

ha L
P(X=k) ==, k=1,...,n
n

X felfoghatd gy, mint egy n oldala szabalyos kockaval egy dobas
értéke.
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Geometriai eloszlas

X geometriai eloszldsi p paraméterrel, réviden X ~ GEO(p), ha
P(X =k)=p(l—p)<t, k=1,2,...

X felfoghaté gy, mint az els6 sikeres probaig sziikséges probak
szama, ha a prébak fiiggetlenek, és mindegyiknél p a siker
valésziniisége.

Példa. Egy szabalyos dobékockaval az elsé 6-oshoz sziikséges
dobasok szama GEO(1/6) eloszlasa.
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Pesszimista geometriai eloszlas

Y pesszimista geometriai eloszIasi p paraméterrel, réviden
Y ~ PGEO(p), ha

P(Y = k)=p(1-p), k=0,1,...

Y felfoghaté Ggy, mint az els6 sikeres préba el6tt sziikséges prébak
szama (nem szamolva a sikeres prébat), ha a prébak figgetlenek,

és mindegyiknél p a siker valdsziniisége.

E(v):;—L

Ha X ~ GEO(p), akkor Y = X — 1 ~ PGEO(p) és forditva.
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Binomialis eloszlas

X binomiélis eloszlasii n és p paraméterekkel, réviden
X ~ BIN(n, p), ha

P(X = k) = <:>pk(l —p)" k. k=0,1,....n.

X a sikeres probak szama n prébalkozasbdl, ha minden préba
fliggetlen és p valésziniiséggel sikeres.

E(X) = np.

Példa. Egy szabalyos érmét 10-szer feldobva a fejek szama
BIN(10,1/2) eloszlasa.
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Poisson eloszlas

X Poisson eloszldsi A paraméterrel, réviden X ~ POI()), ha

A

P(X:k)—ﬂe s

k=0,1,...

Poisson eloszlassal altaldban ritka eseményeket modelleziink, ahol
az események szdma atlagosan A. Feltessziik, hogy az események
sok fiiggetlen forrasbdl szarmaznak, és az egyes forrasok
hozzajarulasa kiilon-kiilon kicsi.

E(X) = A.
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Poisson eloszlas

Példa. Egy alacsony forgalm( Gton percenként atlagosan 2 auté
halad el. Egy adott 1 perces intervallumban elhaladé auték szama
POI(2) eloszlasa.

Gondoljunk a kdvetkezére: azon autdk szama, akik potencialisan
elhaladhatnak abban az 1 percben, nagy, de minden egyes autéra
annak a valdsziniisége, hogy pont abban az 1 percben pont
eléttiink halad el, pici. Ezzel egyiitt 6sszesen a sok autébdl
atlagosan 2 mégiscsak elhalad ott.

Példa. Egy adott varosban egy év alatt a tiizek szama Poisson
eloszlasu.

Példa. Egy internetes szerverhez adott id6 alatt érkezé igények
szama Poisson eloszlasa.

Példa. Egy konyvben a hibdk szdma Poisson eloszlas.

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



Egyenletes eloszlas

X egyenletes eloszlasii az [a, b] intervallumon, réviden X ~ U(a, b),
ha a siirliségfliggvénye

f(x)= , X € la,b].
()= x<lab]
Ez egy olyan folytonos eloszlas, amely egy taladlomra kivalasztott
pont helyzetét irja le egy intervallumon beliil.

a-+b

E(X) = *-=.
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Exponencialis eloszlés

X exponencidlis eloszldsii A paraméterrel, réviden X ~ EXP(A), ha
a siriiségfiiggvénye

f(x) =Xe ™, x€[0,00).

Ez egy olyan folytonos eloszlas, amely véletlenszer(ien bekdvetkezd
eseményekig eltelt id6 modellezésére hasznalhaté.

1
E(X) = —.
(X) =+
A a rdta vagy siirliség, azaz ha X\ nagyobb, akkor X értéke tipikusan

kisebb.

Példas. Az els§ elhalad6 autdig/elss tiizesetig/els6 beérkezd igényig
stb. eltelt id6 exponencialis eloszlasi.
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Normalis eloszlas

X normalis eloszlasd p és o paraméterekkel, réviden X ~ N(pu, o),
ha a siiriiségfliggvénye

1 _x=w)?
f(x) = :

2o

Ez egy olyan folytonos eloszlas, amellyel olyan véletlen szamokat
lehet modellezni, amik tipikusan kdzel esnek a varhaté értékiikhoz,
de kis valészintiséggel felvehetnek tavolabbi értékeket is.

E(X) = u, D(X) =o.
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Normalis eloszlas

Pelda. Egy populaciéban egy véletleniil valasztott ember
magassaga modellezhetS normalis eloszlassal.
Pelda. Mérési hibakat gyakran modelleznek normalis eloszlassal.

Sztochasztika lllés Horvath 6 égszamitas alapok



Pareto eloszlas

X Pareto eloszlasii A > 0 (skala) és o > 0 (alak) paraméterekkel,
roviden X ~ Pareto(A, a), ha az eloszlasfiiggvénye

Foo=1-(2) . x=a

X

Ez egy olyan folytonos eloszlas, amellyel olyan véletlen szamokat
lehet modellezni, amelyek extrém nagy értékeket is felvehetnek nem
tal kicsi valdszintiséggel.

aA
o 1 a>1
IEQ(X)_{oo 0<a<l

Példa. A varosok mérete modellezhets Pareto eloszlassal.
Példa. Egy tarsadalmon beliil a vagyon eloszlasa modellezhetd
Pareto eloszlassal.
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Eloszlasok lecsengési sebessége

A kiilénbdz6 eloszlasok siiriiségfiiggvénye eltérs sebességgel cseng
le: a normalis eloszlasé nagyon gyorsan, az exponencialis eloszlasé
gyorsan, a Pareto lassabban.

0.4
0.3

0.2

0.1 Pareto
Exp
0.0 —— Normal ___
0 1 2 3 4
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2-dimenzids eloszlasok

Legyen X és Y 2 diszkrét valdsziniiségi valtoz6é ugyanazon a
valdszinliségi mezén. Az egyiittes eloszlasuk jellemezhetd a

pi=P(X=kY=I), k=01,....,/1=01,...,

értékekkel, ahol a py ; szamok nemnegativak és az Gsszegiik 1.

X és Y peremeloszlasa

P(X = k) = iP(X =k Y =),
1=0

P(Y = 1) :i[@(xz kY =1).
k=0
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2-dimenzids eloszlasok

Ha X és Y folytonos valdsziniiségi valtozé ugyanazon a
valésziniiségi mezdén, akkor az egyiittes eloszlasfiiggvényiik

Fx,y) =P(X <x,Y <y),

és az egyiittes siiriségfliggvényiik

O?F(x,y)

f(x,y) = Oxdy

A peremeloszlasaik siriségfiiggvénye

fx(x):/Rf(x,y)dy, fY(y)I/Rf(x,y)dx.
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Feltételes eloszlasok

Ha X és Y diszkrét, akkor X feltételes eloszlasa az Y = [ feltétel

mellett
P(X =k Y=

P(X = k|Y =) = 5y =)

Ha X és Y folytonos, akkor X feltételes siiriiségfiiggvénye az
Y = y feltétel mellett

() = .
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Feltételes eloszlasok

A feltételes varhaté érték folytonos esetben a feltételes eloszlas
szerinti varhaté érték:

BXIY =) = [ xfqv(xly)dx.

A jobboldali integral eredménye y egy fiiggvénye. Ennek
megfelel6en az E(X|Y) jeldlés tulajdonképpen Y-nak ugyanezen
fliggvényét jelenti.

A teljes varhaté érték tétel folytonos valtozata is igaz, és
toronyszabdly néven is ismert:

E(X) = E(E(X|Y)) = /R E(X|Y = y)fy(y)dy
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Fliggetlenség

X és Y fiiggetlen valésziniiségi valtozok, ha az
{Xe A} e {YeB}

események fliggetlenek tetszéleges A, B C R esetén.

Tétel
X és Y pontosan akkor fiiggetlenek, ha

PX=k,Y=)=PX=kP(Y=I) Vk,I=0,1,...
ha X, Y diszkrét és

f(x,y) = fx(x)fy(y) Vx,y eR

ha X, Y folytonos.
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Valészintiségi valtozok fliggvényének varhato értéke

Egy g(x,y) R? — R fiiggvény esetén

> gk, )P(X =k, Y =1) ha X,Y diszkrét,
E(g(X,Y)) =< k=0/=0

[ [ g(x,y)f(x,y)dxdy ha X, Y folytonos.

R R
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Kovariancia

X és Y kovarianciaja
Cov(X,Y) =E(XY)—-E(X)E(Y).

A kovariancia linearis fliggést mér X és Y kozott.

Ha Cov(X, Y) > 0, akkor ha X nagy, akkor Y tipikusan szintén
nagy lesz, mig ha X kicsi, akkor Y is tipikusan kicsi lesz.

Ha Cov(X, Y) < 0, akkor ha X nagy, akkor Y tipikusan kicsi lesz
és viszont.

Ha X és Y fiiggetlenek, akkor Cov(X, Y) = 0 (de forditva
altalaban nem igaz).
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Korrelacié

X és Y korrelacidja

Cov(X,Y)

Corr(X,Y) = DOOD(Y)’

Tétel (Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség)

—1 < Corr(X,Y) <1

A korrelacié lényegében a kovariancia normalt valtozata.

Corr(X, Y) =1 teljes linearis dsszefiiggésnek felel meg X és Y
kozott, azaz X = cY, ahol ¢ > 0 konstans.

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



1. feladat

Két szabalyos kockat feldobunk. Jeldlje E; azt az eseményt, hogy a
kockakon az Gsszeg 6 és jeldlje F azt az eseményt, hogy az elsé
kockan 4-es jott ki. Mutassuk meg, hogy E; és F nem fiiggetlenek.
Legyen E; az az esemény, hogy a kockakon az Gsszeg 7. E;
figgetlen-e F-t8l7

Megoldas.
Q={11,12,...,66},
1
P(11) = P(12) = - - - = P(66) = —.
36
5
E; = {15,24,33,42 51}, P(E1) = 55-
F = {41,42,43,44 45 46}, P(F) = %

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



1. feladat

1
ElﬁF:{42}, ]P)(EQQF):%,
> 1 5 6 5
tehat E; és F nem fliggetlenek.
E; helyett Ep-re viszont:
6
E, = {16,25,34,43,52,61}, P(E) = 35
1
E2ﬂFZ{43}, P(EzﬂF):f
Ezattal
1 6 6 1
P(E;NF) = 3= =P(E)P(F) = % 36 = 36

fennall, tehat E, és F fiiggetlenek.
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2. feladat

Pistike és Mdricka a kovetkez8 jatékot jatsszak: van két, ranézésre
egyforma hatoldalt dobékockajuk, melyek koziil az egyik szabalyos,
11

azaz z — ¢ valdszintiséggel lesz feliil az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamok

barmelyike, a masik viszont cinkelt: a 6-osnak % a valészintisége, a
1

2-5 szamoknak 0.% — 013 @z l-esnek 0.02. Taladlomra elveszi az
egyik kockat Pistike, a masikat Méricka, majd elkezdenek dobalni.
(a) Mekkora a valésziniisége, hogy Pistike elsé két dobasa 6-0s?

(b) Mekkora valésziniiséggel valasztotta Pistike a cinkelt kockat,
feltéve, hogy az elss két dobasa 6-os lett?

Megoldas. Definialjuk a kdvetkez8 eseményeket:

A = {Pistike els6 két dobasa 6-os},
B; = {Pistike a szabalyos kockat vette el},
B, = {Pistike a cinkelt kockat vette el}.

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



2. feladat

A megadott informacick alapjan By és B, teljes eseményrendszer, és

P(B1) = P(Bz) = %

mivel taldlomra valasztanak kockat, tovabba

P(AIBy) = (;) P(AIBy) = (;)

Teljes val6sziniiség alapjan

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(By) = % LI

=

10

1 —
36 2 4 72
P(By|A) Bayes-tétel segitségével szamithaté ki:
P(AB)P(B2) _ 34 _ 9

72
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3. feladat

Egy banyasz eltévedt a banyaban. Jelenleg a banya egyik termében
van, amelybdl 5 ajté nyilik. Az 1. ajté egy olyan alagitra nyilik,
amely 2 6ra séta utan kivezet a szabadba. A 2. ajté egy olyan
alagitra nyilik, amely 1 6ra séta utan visszavezet a terembe a 3.
ajtén keresztiil. A 4. ajté egy olyan alagitra nyilik, amely 3 6ra
séta utan visszavezet a terembe az 5. ajtén keresztiil.

A banyasz taladlomra vélaszt egy ajtét, majd végigmegy az
alagiton. Sajnos elég feledékeny, ezért ha visszaér a terembe, akkor
Gjra taldlomra valaszt az ajték koziil egyet. Mindezt addig ismétli,
amig ki nem jut a szabadba.

Jeldlje X a kijutashoz sziikséges idG varhatd értékét. Szamitsuk ki
E(X)-et.

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



3. feladat

Megoldas.

\‘/

fo

/‘\

)

Ha a 2. ajtét vélasztja, 1 d6ra séta utan visszajut a terembe. Azutan
a kijutashoz sziikséges id6 eloszlasa ugyanolyan, mint eredetileg,
tovabba eltdltott 1 orat, igy

E(X|By) = E(X) + 1.
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3. feladat

Hasonléan a tébbi ajtéra

E(X|By) = 2,
E(X|B2) = E(X|B3) = E(X) + 1,
E(X|Bs) = E(X|Bs) = E(X) + 3.

Innen teljes varhaté érték tétel révén

E(X) = E(X|B1)P(B1) + E(X|B2)P(B2)+
E(X|Bs3)P(B3) + E(X|Ba)P(Bs) + E(X|Bs)P(Bs) =

2.2+ (BOO 1) ¢ + (E(X) +1) 5+
(B(X) +3) 5 +(EQ) +3) 5 = gE(X) +2

aminek a megoldasa E(X) = 10.

Valésziniiségszamitas alapok

Sztochasztika Illés Horvath



6. feladat

Florida partjainal évente atlagosan 2.3 capatdmadas torténik.
Mennyi a val6szin(isége, hogy egy adott évben legfeljebb 1 tamadas
torténik? Megoldas. Jeldlje X a capatamadasok szamat az adott

évben. A kérdés P(X < 1).
X eloszlasa X ~ POI(2.3), tehat

P(X<1)=P(X=0)+P(X=1)=
23 5, 23t ..
N~

=1

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



Egy 500 oldalas kdnyv 1000 sajtéhubat tartalmaz. Mi a
valdsziniisége, hogy egy véletleniil valasztott oldalon legaldbb 2
sajt6hiba van? (Feltessziik, hogy minden hiba barmelyik oldalra
egyforma valdsziniiséggel esik.)

Megoldas. Legyen X a hibak szama az adott oldalon. Mivel a kdnyv
500 oldalas, ezért minden egyes hiba 1/500 eséllyel esik pont az
adott oldalra. Osszesen 1000 hiba van, és mindegyik 1/500 eséllyel
esik az adott oldalra, ezért X eloszlasa X ~ BIN(1000,1/500), és

P(X>2)=1-P(X =0)—P(X =1) =

. 1000\ [ 1 0 499 1000_ 1000 i1 499 999
0 500 500 1 500 500 )
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Masrészt ha 500 hiba van 1000 oldalon, akkor oldalanként
atlagosan 2 hiba van. Ha viszont oldalanként atlagosan 2 hiba van,
akkor az egy oldalra es6 hibdk szama Y ~ POI(2) eloszlas, és

P(Y>2)=1-P(Y=0)-P(Y=1)=
20 2!
1-—e2-"e2
0! 1!
Most akkor melyik a helyes valasz?

Szamitsuk ki 8ket numerikusan:

P(X > 2) ~ 0.594265,
P(Y > 2) ~ 0.593994.

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



Ez altaldnos tételként is kimondhaté.

Ha n — oo és p, — 0 dgy, hogy np, — XA > 0, és X, ~ BIN(n, p,)
és Y ~ POI(\), akkor

lim P(X, = k) =P(Y =k),  Vk=0

(Ugy is mondjuk, hogy X, eloszlasban konvergal Y-hoz, vagy
d
Xn— Y.)

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



9. feladat

Egy sportversenyen a résztvevSknek egy labdat kell minél
messzebbre dobniuk. Jeldlje X Zsuzsa egy dobasanak nagysagat. X
stirliségfliggvénye a kdvetkezé:

75
fy=14 * 30 < x <50
0 egyébként

(a) Szamitsuk ki annak az esélyét, hogy Zsuzsa 45 méternél
messzebb dob.

(b) Szamitsuk ki X eloszlasfiiggvényét.

(c) Szamitsuk ki E(X) értékét.

(d) Minden versenyz8 3-szor dobhat, és a harom dobas koziil a
legnagyobb lesz a pontszdma. Adjuk meg Zsuzsa
pontszamanak eloszlasat. (Azt feltessziik, hogy az egyes
dobasok fliggetlenek.)
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9. feladat

Megoldas.
(a)
50 50
1
oo as) - [ B [)" e
45 X X x=45 45 50 6
(b)
[T, B
0y2 ) 30 x’
és igy
0 x <30
PX<x)=¢ B2-5 30<x<50
1 x > 50.

Sztochasztika Illés Horvath
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9. feladat

(c)
IE(X):/RXI‘(X)dx:/3 x‘;dx:

0
[75 log(x)]22 30 = 75 log(50) — 75 log(30) ~ 38.1.

(d) Jeldlje X1, X2, X5 a harom dobas eredményét, és a pontszam
akkor
Y = max(Xl, Xz, X3).

Y eloszlasfiiggvényét akarjuk kiszamitani:

Fy(x) =P(Y < x).

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



9. feladat

P(Y < x) kiszamitasahoz el6szor vegyiik észre, hogy
{Y < X} = {maX(Xl,Xz,X3) < X} = {Xl <x, X < x,X3 < X}

De Xi, Xo és Xj fiiggetlenek, igy

P(Xl <x,Xp < x,X3 < X) = P(Xl < X)P(Xz < X)P(X3 < X) =
0

x <30
(P(X <x))®=3 (B-1)° 30<x<50
1 x > 50.

Sztochasztika Illés Horvath
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10. feladat

Egy villanykdrte X élettartamanak eloszldsa exponencialis Ggy, hogy
P(X > 10) = 0.8 teljesiil (az idSegység 100 6ra). Szamitsuk ki az
eloszlas paraméterét és X varhatd értékét.

Megoldas. Legyen A az exponenciilis eloszlas paramétere. Ekkor az

eloszlasfiiggvény
F(x)=1—e,

és
P(X >10)=1-P(X <10)=1—- F(10) = e 1% =028,

ahonnan A = —log(0.8)/10 ~ 0.0223, és

1
E(X) = P 44.8 (100 6raban meérve).
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12. feladat

Egy 120 f6s kdzépiskolai évfolyam biolégia és matematika jegyei a
kovetkez6képpen alakultak:

B\WM|1 2 3 4 5
1 |1 22 1 4
2 (2 4 4 8 2
3 |4 88 12 8
4 |5 46 9 6
5 |0 6 4 6 4

Kivalasztunk egy tanulét az évfolyambdl talalomra; legyen a
matematika jegye X, a biolégia jegye Y.

(a) P(a tanulé megbukott legalabb az egyik targybdl) =7
(b) E(X) =

(c) E(X|Y > 4) =7

(d) Xés Y fuggetlenek e’

(e) Cov(X,Y) =

b
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12. feladat

Megoldas.

a) Osszesen 21 diak bukott meg legalabb az e yik targybdl
g 1eg g g
(pirossal jeldlve a tablazatban), tehat

P(a tanul6 legalabb az egyik targybsl megbukott) = %
B\M|1 2 3 4 5
1 1 2 2 1 4
2 2 4 4 8 2
3 4 8 8 12 8
4 546 9 6
5 0 6 4 6 4
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12. feladat

(b) X peremeloszlasat kell kiszamitanunk.

B\M| 1 2 3 4 5
1 |1 2 2 1 4
2 |2 4 4 8 2
3 |4 8 8 12 38
4 |5 4 6 9 6
5 |0 6 4 6 4

12 24 24 36 24

Ez alapjan X peremeloszlasa

k |1 2 3 4 5

— T2 24 24 36 24
P(X - k) ‘ 120 120 120 120 120

és E(X) = 120 1"’120 2+120 3+120 4+120 5=3.2.
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12. feladat

(¢) Kiszamitjuk X feltételes eloszlését az Y > 4 feltétel mellett.
Elgszor is P(Y > 4) = 25

B\M|1 2 3 4 5
4 [5 4 6 9 6
5 |0 6 4 6 4
5 10 10 15 10

X feltételes eloszlasa az Y > 4 feltétel mellett

k |1 2 3 4 5
P(X:k|yz4)‘% 10 10 15 10

50 50 50 50

sEX|Y >4)=5 1+ 2+ 8.3+ -4+ 18.5=32.

Sztochasztika Illés Horvath
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12. feladat

(d) X és Y nem fuggetlenek, példaul

12 20

P(X=1Y =5)= P(X=1)P(Y =5)= — - —.
(e)
E(X) = 3.2,
E(Y) = 3.25,
E(XY) = S I LI Y 10.4,
120 120 120 N

ahonnan

Cov(X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y) =0,

annak ellenére, hogy X és Y nem filiggetlenek.
Bénusz kérdés: hogyan késziilt a tablazat?

Sztochasztika lllés Horvath Valésziniiségszamitas alapok



