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Definicid

Egy X diszkrét valdsziniiségi valtozé valdsziniiségi
generatorfliggvénye (vagy roviden generatorfiiggvénye)

G(z) =E(ZX) = isz(X =
k=0

Pelda. Ha X a dobas értéke egy szabalyos hatoldalt dobokockaval,
akkor

1 1 1 1 1 1
G(z) = 621 + 622 + 623 + 624 + 625 + 626.

Példa. X ~ PGEO(p) generatorfiiggvénye
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Tulajdonsagok

A generatorfliggvény alapvetd tulajdonsagai:

G(1) = i 1¥P(X Z]P
k=0
0) = iokp(x = k) =P(X =0)
k=0
(mivel 0° = 1),

@ a sorbsszeg konvergens z € [0, 1]-re,
@ G(z) analitikus [0, 1)-en és folytonos [0, 1]-en;

@ G(z) nové és konvex [0,1]-en.
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Példa. PGEO(1/5) generatorfiiggvénye
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o E(X) = G'(1),
o D(X)=+/G"(1) + G'(1) — (G'(1))2.

Bizonyitas.

G'(2) . :kz_;)(zk)/P(X =k)| _ = kz_% kz"IP(X = k) =
i kz"1TP(X = k) = i KP(X = k) = E(X)
k=1 = =
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Varhato érték és szdras

¢"(2)| = > (Z)'P(X = k) =

k=0
D Kkk=1DZR(X = k)| =
k=0 =
> k(k—1)z*72P(X = k) =
k=2 i
D (K = KX = k) = E(X?) — E(X),
k=2

ahonnan

G"(1)+6'(1)~(G"(1))* = E(X?)~E(X)+E(X)—(E(X))* = D*(X).
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Az eredeti eloszlas a generatorfliggvénybdl

Az eredeti eloszlas kiszamithaté a generatorfiiggvénybél.

G(k)(z)lz:O

P(X = k) = —— =0,

ahol G¥) a k-adik derivaltat jeldli.

Bizonyitas.

GW(2)| _, = ZIP’(X =nn(n—1)---(n—k+1)z2"| _ =
n=0

D P(X=n)n(n—1)---(n—k+1)z"*__; =
n=0

]P’(_X = k)k(k = 1) (k— k+1)2"7¥|__ =P(X = k)k!
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Az eredeti eloszlas a generatorfliggvénybdl

Konkrétan
P(X = 0) = G(0),
P(X = 1) = G'(0),
P(X =2) = G/;m)
P(X =3) = G”é(o)
stb.
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Két fliggetlen val6szintiségi valtozé dsszege

Legyen X és Y két fiiggetlen nemnegativ valdsziniségi valtozo,
generatorfiiggvényeik Gx(z) és Gy (z). Ekkor

Gx+v(z) = Gx(z)Gy(2).

Bizonyitas (vazlat, példan keresztiil). Legyen X és Y két szabalyos
6-oldali kockadobés eredménye. Szamitsuk ki P(X + Y = 4)-et.

P(X +Y =4) =
P(X=1Y=3)+P(X=2Y=2)+PX=3Y=1)=
11 11 11 3
I e
66 66 6 6 36
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Két fliggetlen val6szintiségi valtozé dsszege

Masrészt szamitsuk ki z* egyiitthatéjat Gx(z)Gy(z)-ben:

1 1 1 1 1 1
Gx(z)Gy(z) = (621 + 622 +- 4 6z6> <621 + 622 +- 4+ 626> .

3

z*-t kaphatunk Ggy, hogy z'-t vessziik az elsé zaréjelbél és 23 a

masodik zaréjelbsl, vagy z? - z>-t, vagy z° - z1-t. Ezek alapjan z*
egylitthatdja

1,313, 1,15 1531, 3,

6° '6° T6° 67 "6 6° 36

Tulajdonképpen a polinomszorzas pont azt szamitja ki, amire
sziikségiink van.

Teljes val6sziniiség tétellel formalissa és altalanossa is tehetd a fenti
szamolas.
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Fliggetlen valészintiségi valtozdk Gsszege

A tétel értelemszeriien altalanosithaté tobb fliggetlen valdsziniiségi
valtoz6 Osszegére is; ha pl. X, Y, Z generatorfliiggvénye rendre
Gx, Gy, Gz, akkor

Gx+v+2z(z) = Gx(2) Gy (2)Gz(2)

stb.

Ha Xi,..., Xk fiiggetlen, azonos eloszlasuak (roviden fae) kézos
Gx(z) generatorfiggvénnyel, akkor Y = Xy + -+ + Xi
generatorfliiggvénye

Gy(2) = (Gx(2))~.

Fiiggetlen valdsziniiségi valtozék Ssszegét hivjak konvoliciénak is
(az eloszlasokra vagy siiriségfliggvényekre ekvivalens a fiiggvények
konvolacidjaval). A generatorfliiggvény a konvoliciét szorzatta
transzformalja (hasonléan mint a Fourier- vagy
Laplace-transzformalt).
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Determinisztikus szamok

Determinisztikus szamok is tekinthet6ek valdsziniiségi valtozénak: a

k szam értéke 1 valésziniiséggel k, és igy a generatorfiiggvénye z¥.

Ennek kdvetkezményeként ha X generatorfiiggvénye G(z), akkor
X + 1 generatorfliggvénye

Gx+1(z) = ZGx(Z).

Vajon mi 2X generatorfiiggvénye? G(z2) (gondoljuk meg).
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Példa - binomialis eloszlas

Legyen X ~ BIN(n, p). Szamitsuk ki a G(z) generatorfiiggvényét.

X a sikeres probak szama n fliggetlen prébabdl, tehat ha minden
sikeres prébara 1-et szamolunk, minden sikertelenre pedig 0-t, akkor
X felirhaté Ggy, mint

X=Yi++ Yo,

ahol Yi,...,Y, figgetlen azonos Bernoulli valtozék kézos
Gy(z) = (1 — p) + pz generatorfiiggvénnyel. Tehat

G(z) =((1—p) + pz)".
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Példa - binomialis eloszlas

Masrészt G(z) kiszamithaté X eloszlasabdl kozvetleniil is:

(2= (k) pH(L — p) kK

k=0
A binomialis tétel alapjan a két képlet ekvivalens.

n

G2)=((1-p)+pe) =3 <k> pH(L — p)Hak

k=0

Sztochasztika Horvath lllés Valésziniiségi generatorfiiggvények



Teljes varhaté érték generatorfiiggvényre

Mivel G(z) = E(zX), ezért a generétorfiiggvényre alkalmazhats a
teljes varhato érték tétel.

Példa. Egy szabalyos hatoldalii kockaval dobalunk. Legyen X az,
hogy hanyadik dobasra jon ki az elsé 6-0s. Szamitsuk ki X
generatorfiiggvényét.

Szamitsuk ki E(zX) értékét aszerint felbontva, hogy mi az elsg

dobas értéke! Ha az elsé dobas 6-os, egybdl készen is vagyunk,
X =1, tehat

E(z%X|els6 dobas 6-0s) = E(z}) = z.

Ha az els6 dobas nem 6-os, akkor dobtunk egyet, de utana
ugyanolyan helyzetben vagyunk, mint eredetileg, tehat a hatralévs
dobasok szamanak eloszlasa megegyezik X eloszlasaval, ahonnan

E(z%|els6 dobas nem 6-0s) = E(z*X ) = zG(z2).
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Teljes varhaté érték generatorfiiggvényre

Innen a teljes varhaté érték tétel alapjan

G(z) =E(ZX) =
E(zX|elsé dobas 6-0s)P(elsé dobés 6-0s)
+ E(zXels6 dobéas nem 6-0s)P(elsé dobas nem 6-0s)

= éz + gZG(Z).

Ez egy linearis egyenlet G(z)-re, aminek megoldasa

Egyébként ezt onnan is le lehet vezetni, hogy X ~ GEO(1/6):

1 /5\* ! 2 52\t 2 1 z
(2) ;6<6> z 6;1(6) 61-% 65z
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Véletlen tagszami Osszeg

Legyenek X1, Xo, ... fiiggetlen, azonos eloszlasa diszkrét
val6szinliségi valtozék kozds Gx(z) generatorfiiggvénnyel, és legyen
N télik fuggetlen diszkrét valésziniiségi valtozé Gy(z)
generatorfiiggvénnyel. Legyen

Y =X+ + X,

vagyis Y egy véletlen tagszami Gsszeg. Szamitsuk ki Y
generatorfliggvényét.

Példa. Van egy piros és egy kék dobdkockank (mindketts 6 oldala
és szabalyos). Dobunk a kékkel, majd dobunk a pirossal annyiszor,
amennyi a kéken kijott, és 6sszeadjuk a piros dobasok értékét. Mik
a lehetséges értékei a piros dobasok dsszegének?
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Véletlen tagszami Osszeg

Jeldlje N a kék dobas értékét, és Xi, Xs,... a piros dobasok
értékét. Ekkor Y = X; + -+ + X a piros dobasok Osszege.

Kiszamitjuk Y generatorfiiggvényét.
Teljes varhaté érték tételt alkalmazunk N értéke szerint.

Ha N =1, akkor Y = Xi, és Y generatorfiiggvénye
E(zYIN=1) =%zt + .- 4+ 125

Ha N =2, akkor Y = X1 + X3, és Y generatorfliggvénye
E(z7|N = 2) = (Gx(2))*.

Ha N = 3, akkor Y = X; + X + X3, és Y generatorfiiggvénye
E(zY|N = 3) = (Gx(2))? stb.
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Véletlen tagszami Osszeg

Osszességében
6
Gy(z) =E(z") =D E(z"|N = n)P(N = n) =
n=1
£6x(2) + 2 (Gx(@)P + -+ £ (Gx(2)°

Ha X1, Xo, ... fiiggetlen azonos eloszlasi diszkrét valésziniiségi
valtozék kbz6s Gx(z) eloszlastiiggvénnyel, és N téliik fiiggetlen

diszkrét valésziniségi valtozé Gy(z) generatorfiiggvénnyel, akkor
Y = X1 + - + Xy generatorfiiggvénye

Gy(z) = Gn(Gx(2)).
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Példak

Valakinek az unokainak szdma véletlen tagszama Gsszeg: a
gyermekeinek szama is véletlen, majd azok mindegyikének a
gyermekeinek szdma is véletlen.

Egy liftben utazé emberek Gsszsiilya is véletlen tagszama Osszeg.

Egy bolt napi bevétele is véletlen tagszami Gsszeg. Hasonléan egy
bankautomatabdl egy nap alatt kivett pénz mennyisége is az.
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Osszefoglalas

A generatorfliggvény egy szamolasi eszkdz, amivel bizonyos tipusu
kérdések kénnyen szamolhatdva valnak. A & erényei a konvolicié
és a véletlen tagszami Gsszeg kezelése, valamint az, hogy a teljes
varhaté érték érvényes ra.

Olyan problémakra hasznalhatd, ahol a vizsgalt véletlen
mennyiségek alapvetSen diszkrétek.

A gyakorlatban a transzformalt tartomanyban elvégzett szamitasok
végén vagy visszatranszformaljuk az eredményt (analitikusan, ha
lehet, vagy numerikusan), vagy magabdl a generatorfiiggvénybdl
vonunk le kdvetkeztetéseket (pl. varhaté érték, széras).
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Tulajdonsagok

G(z) = iP(X = k)z¥.
k=0

(0
p(x =k = 9

E(X) = G'(1),D(X) = /6"(1) + G'(1) — (G'(1))?
Gx+v(z) = Gx(z)Gy(z) X, Y fiiggetlenre
Gxy+-4xy(2) = Gn(Gx(2)) X1, Xa,... fae és N fiiggetlenre

G(1)=1, G(0)=PF(X =0)

teljes varhato érték tétel alkalmazhato G(z)-re
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Hidnyos generatorfiiggvények

Néha olyan X valésziniiségi valtozékkal dolgozunk, amelyek +oo-t
is felvehetnek pozitiv valésziniiséggel. Ilyenkor

i]P’(X:k):l—P(X:oo)<l
k=0

A generatorfliggvény definiciéja ettsl még értelmes:

G(z) = iIP’(X = k)z*,
k=0

csak G(1) =1 helyett ilyenkor
G(1) <1,

N P(X = o) =1 — G(1).
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Hidnyos generatorfiiggvények

Példa. Jend és Béla a kdvetkezd jatékot jatsszak: egy érmét
dobalnak; ha a dobas fej, Jend fizet Bélanak egy forintot, ha iras,
akkor pedig Béla fizet Jendnek egy forintot. Az érme azonban nem
szabalyos, a fej valésziniisége 2/3, az irasé pedig 1/3. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy Jend sohasem keriil nyerésbe?

Jeldlje X azt, hogy hany kor utén lesz elszor Jend mérlege pozitiv.
Ha ez soha nem kovetkezik be, akkor X = co. Ki szeretnénk
szamitani X generatorfiiggvényét, G(z)-t.

Teljes varhato érték tételt szeretnénk alkalmazni az els6é dobas
értéke szerint. F a fej, | az iras.

Ha az elsé dobas iras, akkor X =1, és

E(zX|l) = 2! = z.
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Hidnyos generatorfiiggvények

Ha az els6 dobas fej, akkor Jen6 mérlege —1-en all. Innen még el
kell jutnia el&szér a 0-ra, majd az 1-re.

A (—1)-r6l O-ra eljutashoz sziikséges lépésszam ugyanolyan
eloszlasd, mint eredetileg a 0-rél 1-re eljutas ideje.

Utana a 0-r6l 1-re eljutashoz sziikséges lépésszam szintén

ugyanilyen eloszlasi, és fluggetlen a (—1)-rél O-ra eljutashoz
sziikséges lépésszamtél. Ez alapjan

E(z¥|F) = 2(G(2)),

és a teljes varhaté érték tétel szerint

E(zX) = G(2) = %z + %z(G(z))z.
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Hidnyos generatorfiiggvények

Ez egy masodfoki egyenlet E(zX) = G(z)-re, melynek megoldasai

3++v9—8z22

G(z)=———F.
4z

Azt, hogy + vagy — van a valédi megoldasban, a z =0
behelyettesitéssel tudjuk eldonteni. Mivel G(0) =P(X =0), és 0
lépésben Jend nem keriilhet nyerésbe, ezért G(0) = 0 kell
teljesiiljon.
A pluszos tag z = 0 esetén 3 tipush, ami nem j6, G(0) = 0 nem

teljesiil.

A minuszos tagba behelyettesitve % alaka tortet kapunk; L'Hépital
szabély alapjan z — 0 esetén a limesz 0, tehat ez a valddi
megoldas.
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Hidnyos generatorfiiggvények

Tehat X generatorfiiggvénye

Az eredeti kérdésre a valasz pedig

P(Jend sohasem keriil nyerésbe) =P(X =o00) =1— G(1) = -.
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Egyéb transzformaltak

Egy X diszkrét valésziniiségi valtozé generatorfliggvénye
o
G(z) =E(ZX) =) _Z"P(X = k).
k=0

Egy X > 0 folytonos valésziniiségi valtozé Laplace-transzformaltja

X*(s)=E <e_sx> = /OOO e *'f(t)dt,

ahol f(t) az X siriiségfiiggvénye.
Egy X € R folytonos val6sziniiségi valtozé Fourier-transzformaltja
. oo .
ox(t) = E (e7) = / e F (x)dx,
—0o0

ahol f(x) az X siirliségfiiggvénye.
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1. feladat

Egy X val6szintiségi valtozo generatorfiiggvénye

3 3 1 1
G(z2)==+=z+=22+ 227
(2) 8+82+82 +82
Hatarozzuk meg az eloszlasat (azaz a P(X = k) val6sziniiségeket).

Hatarozzuk meg X varhaté értékét és szérasat is.

Megoldas.
3 3
PX=0)=2  B(X=1)=_,
1 1
PX=2)=g BX=3)=_,
P(X=4)=P(X=5)=--=0
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1. feladat

és igy

E(X) = G'(1) =1,

D(X) = /G"(1) + G(1) — (V)P =V1+1-12=1
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2. feladat

Adjunk meg két olyan hatoldali X és Y dobdkockat, melyek nem
cinkeltek (azaz minden oldalukra egyforma eséllyel esnek), az
oldalaikon pozitiv egészek allnak, és X + Y eloszlasa pont ugyanaz,
mint szokasos (1-t6l 6-ig szdmozott) hatoldald dobékockaval két
dobas dsszege, de X és Y nem a szokasos dobdkockak.

Két szokasos dobas dsszegének a generatorfiiggvénye

L +162
—z+=z"+ -+ =z .
6" 6 6

Ezt kéne mésféle médon G;(z)Gy(z) szorzatta alakitani.
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2. feladat

Elgszor alakitsuk szorzatta egy darab szabalyos dobékocka

generatorfliggvényét.
1 1 1 1
“z4 4 2 =22+ 1) (P 2+ 1) (22 -z +1).
6 6 6 6
Tehat
11 16\’
<6z+622+...+6z6) =
1\2
(6) 2z+ 1) (22 +z2+1)4(P2 -z +1)>%
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2. feladat

<é>2z2(z+l) (22 +2+12(2 — 2+ 1)°.

o Az (1)° tényezsket muszij ¢ - ¢ alakban kettészedni, mivel
nem cinkelt dobdkockakrél van szé, tehat a valdsziniiségek %
egész tobbszordsei kell legyenek.

o A z° tényezbket muszaj z - z alakban kettészedni, kiildnben
valamelyik dobdkockan lenne 0.

o A tobbi tényezére G(1) =1 alapjan van még megkoteés;
(1+2)=1=2, (P2+z4+1),=1=3

miatt ezeket a tényez8ket is muszaj egy-egyben kettéosztani.
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2. feladat

Az utolsé kettéosztandé tényezs a (z° — z + 1)2. Ennek értéke
z = 1-ben 1, tehat ez nem jelent megkotést. Ha ezt is egy-egyben
osztjuk szét, akkor visszakapjuk a két szabalyos dobokockat.

De ha mindkett6t egy oldalra rakjuk, akkor

1 1 2 2 1
Gi(2) = z2(z+ 1) (P +z+1) =2+ 227+ 222 + 24,

6 6 6 6 6
1
Gy(z) = 62(2 + 1)+ z+1)(22-z4+1)P =
1 1 1 1 1 1
=_z+ 2424224 2284 228

6 6 6 6 6 6
a dobdkockakra pedig ennek megfelelGen a kovetkezd szamok
keriilnek:
01,2 23,3, 4
e1,3,45,6,8.
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3. feladat

Anna levelet kiild Bélanak. A posta megbizhatatlan; minden egyes
napon 1/3 eséllyel viszi be a levelet a postas a kdzpontba, az
el6zményektdl fiiggetleniil. Ha a levél beért a kdzpontba, minden
egyes napon 1/5 eséllyel feldolgozzak, az el6zményektd|
figgetleniil. Ha feldolgoztak, onnan a kézbesités fix 1 napot vesz
igénybe. (Tehat legjobb esetben 1 nap alatt kézbesitik is a levelet.)
Jeldlje X azt, hogy a feladastél szamitva hany nap alatt kézbesitik
a levelet. Szamitsuk ki X generatorfiiggvényét és varhaté értékét.
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3. feladat

Megoldas. X felirhaté
X = X1+ Xo + X5,

alakban, ahol
@ Xi az, hogy hany nap alatt viszi be a postas a kdzpontba,
e X, az, hogy hany nap alatt dolgozzak fel a kdzpontban,
@ X3 az, hogy hany nap alatt kézbesitik a feldolgozas utan.
X1, Xo és X3 fiiggetlenek. Milyen eloszlasuak?
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3. feladat

X ~PGEO(1/3),  Gi(2) = _122, E(X)) =2,
1

X2 ~ PGEO(1/5), GQ(Z) 5_ 47’ ]E(XQ) = 4,

Xs =1,

(Azt, hogy pesszimista vagy sima geometriai, onnan lehet tudni,
hogy ,legjobb esetben 1 nap alatt kézbesitik” a levelet.)
Tehat

6(2) = 6i(2)6a(2) Gr(2) = _122 = _142 2
G'(1)=E(X1)+E(X2) +E(X3) =2+4+1=T.
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(a) Jeldlje X egy szabalyos kockaval az elsé 6-osig sziikséges
dobasok szamat. Hatarozzuk meg X generatorfiiggvényét
kétféle modon is: egyrészt kdzvetleniil az eloszlasabél,
masrészt teljes varhaté érték tétellel.

(b) Egy szabalyos hatoldali dobdkockaval dobalunk. Jeldlje Y az
ahhoz sziikséges dobasok szamat, hogy két 6-os j6jjon egymas
utan (tehat pl. a 6134622665 sorozat esetén Y = 9).
Szamitsuk ki Y generatorfiiggvényét.

Megoldas. Az (a) részt mar megnéztiik, és
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Y-t irjuk fel
Y=X+Z

alakban, ahol X ismét az els§ hatosig sziikséges dobasok szama, és
Z a maradék dobdsok szdma az els6 hatos utan. X és Z
figgetlenek, ezért

Gy(Z) = Gx(Z)Gz(Z).
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Teljes varhato érték tételt alkalmazunk Gy (z)-re az elsé hatos
utani dobas értéke alapjan. Ha az is hatos, akkor készen vagyunk:
Z =1, és Gy(z) = Gx(z)z. Ennek a valdsziniisége 1/6.

Ha az els6 hatos utani dobas nem hatos (ennek a valészintisége
5/6), akkor Ggymond kezdhetjiik el6lr8l az egészet, csak mar volt
X + 1 dobasunk. Ennek megfelelen

1

Gy(2) = B(z") = £26x(2) + ngx(z) Gy (2),

ami egy linearis egyenlet Gy (z)-re, és a megoldasa

2

V4

Gy(z) = — = : GL(1) = 42.
Y(Z) 36 — 30z — 5227 €s Y( )
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Egy vizsga A és B részbdl all. A B részen csak azok a didkok
vehetnek részt, akik az A részen atmentek. Minden egyes diak 0,6
valésziniiséggel megy at az A részen (a tébbiektd| fiiggetleniil).
Minden diak, aki atment az A részen, 0,5 valdsziniiséggel megy at
a B részen (djfent a tobbiektdl fiiggetleniil). 100 didk vesz részt a
vizsgan. Jeldlje X azok szamat, akik atmentek az A részen, Y
pedig azok szamat, akik atmentek mindkét részen. Milyen eloszlasi
X7 Szamitsuk ki Gx-et (X generatorfiiggvényét), majd ennek
segitségével Gy-t is. Gy-bdl mondjuk meg Y eloszlasat.
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Megoldas. Y felirhaté

alakban, ahol Z3,..., Zx az A részen dtment didkok eredménye a B
részen: Z; értéke 1, ha a didk 4tment a B részen és 0, ha nem. A
Z;-k fiiggetlen, azonos eloszlastak (fae), kdzés generatorfiiggvényiik

Gz(Z) =0.5+0.5z.
X ~ BIN(100, 0.6), tehat

Gx(z) = (0.4 + 0.62)'%°, és
Gy(z) = Gx(Gz(2)) = (0.4 + 0.6(0.5 + 0.52))1%° = (0.7 + 0.32)1%°,
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Egy masik lehet8ség annak indoklasara, hogy Y ~ BIN(100,0.3) a
kovetkez8.Minden egyes didkra annak a val6szin(isége, hogy dtmegy
az A és a B részen is, teljes valésziniiség alapjan

P(atmegy B-n) = P(atmegy B-n|atmegy A-n)P(atmegy A-n)+
+ P(atmegy B-n|nem megy 4t A-n)P(nem megy at A-n) =
—05-06+0-04=03,

tehat mind a 100 didk a tobbiektdl fiiggetleniil 0.3 eséllyel megy at
A-n és B-n is.
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7. feladat

Ez megfogalmazhaté a kdvetkez§ altalanos lemmaban.

Lemma
Ha N ~ BIN(n, p) és X1, Xa, ... fae Bernoulli eloszldsiak q
paraméterrel, akkor

Y=Xi+ -+ Xy

eloszldsa BIN(n, pq).
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