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Bevezetés

A Poisson eloszlast gyakran hasznaljuk adott id6 alatt bekdvetkezd
véletlen események, balesetek szamanak modellezésére.

Peldak:
@ egy varosban a tlizesetek szdma egy év alatt;

@ egy internetes oldalra beérkez& lekérdezések szama adott
id6szak alatt;

@ az utcan egy perc alatt elhaladé auték szama;
@ egy boltba egy perc alatt betérs vasarlok szama;
@ egy kdnyvben a hibak szdma egy oldalon.

Most nemcsak a hibak szdmara, hanem a teljes folyamatra
kivancsiak vagyunk.
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Pontfolyamatok altalaban

Egy pontfolyamat R (vagy csak [0,00)) egy részhalmaza. Altalaban
feltessziik, hogy a pontok nem torlédnak. A pontokat gyakran
érkezéseknek hivjuk. Egy pontfolyamat egy konkrét realizacigja

[0, 00)-en tobbféle ekvivalens médon megadhaté:

@ az érkezési idsk listajaval: Ty, Tp,..., vagy
o az érkezési id6kozok listajaval: 71,79, . .., vagy

@ a szamlal6 folyamattal: N(t) az érkezések szama 0 és t kozdtt.

T Ts
T Ts Ts
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Pontfolyamatok altalaban

NG T

Th, ™o s N(t) kozdtt a kapcsolat a kovetkezs:

Th=T1+" "+ Th Tn= Tpn— Th_1,
N(t)=max{n: T, <t},  T,=max{t: N(t) <n-—1}.
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Memdriamentes tulajdonsag

Egy véletlen pontfolyamatot szeretnénk definialni az el6z6ek
modellezésére.

Els6 kérdés: milyen az els§ eseményig eltelt id§, azaz T =71y
eloszlasa?

Gondoljuk meg a kdvetkez6t. Feltéve, hogy t id6 mar eltelt
esemény nélkiil, "kdzelebb” jutottunk-e az elsé eseményhez?

Tekintsiik az autds példat. Ha elkezdjiik szdmolni az utcan elhaladé
autdkat 9:00-kor (ami legyen most t = 0), és az elsé 1 percben
nem halad el autd, akkor az els6 autdig még hatralévs id6 eloszlasa
ugyanolyan, mint eredetileg, mert az autésokat nem érdekli, hogy

mi 9:00-kor vagy 9:01-kor kezdtiink el szamolni.
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Memdriamentes tulajdonsag

Ez formalisan agy irhaté fel, hogy

P(Ty <t+s|Ty >t)=P(T1 <s) Vs, t >0,
vagy, ezzel ekvivalensen,

P(Ty >t+s|Ty >t)=P(T1 >s) Vs, t > 0.

A fenti tulajdonsag teljesiilése esetén azt mondjuk, hogy T;
memdriamentes.
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(a) Az exponenciélis eloszlds memdriamentes. Azaz ha
T ~ EXP()\) valamely X\ > 0-ra, akkor

P(T >t+s|T>t)=P(T >s) Vs, t > 0.

(b) Az exponencidlis eloszlds az egyetlen memériamentes folytonos
eloszlis. Azaz ha

P(T >t+s|T>t)=P(T >s) Vs, t >0

teljesiil egy folytonos T valésziniiségi valtozora, akkor
T ~ EXP(\) valamely A > 0-ra.
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Memdriamentes tulajdonsag

Biz.
(a) Legyen T ~ EXP()) valamely A > 0. Az eloszlasfiiggvénye

F(x)=P(T <x)=1- e M,

és igy
P(T > t)=e M,
tovabba
P(T >t
P(T>t+s|T>t)= (IP(T >Jtr)5) -
e—AMt+s)

= 76*/\t = ei)\S = IP)(T > S).
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Memdriamentes tulajdonsag

(b) Biz. (vazlat) Ha T-re teljesiil a memdriamentes tulajdonsag,

akkor
P(T >t+s)

BT > 1) =P(T > s).

Legyen
g(t) =logP(T > t).

Ekkor g(t) kielégiti a Cauchy fiiggvényegyenletet:
g(t+s)=g(t)+g(s) Vt,s>0

valamint folytonos, tehat a megoldasa csak a linearis fliggvény
lehet:
g(t)=—-X\t, & P(T>t)=e .
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A Poisson pontfolyamat konstrukcidja

Most mar tudjuk, hogy T; = 7 exponencialis eloszlasa.

Az elsé és masodik érkezés kozott eltelt 7 szintén memdriamentes,
tehat exponencialis eloszlast, tovabba fliggetlen 7-t6l, és igy
tovabb.

Ez alapjan a folyamatot a kdvetkezéképpen konstrualjuk meg. A
Poisson pontfolyamat (vagy roviden Poisson folyamat) egy olyan
véletlen pontfolyamat [0, 00)-en, ahol a 71,72, ... érkezési id6kézok
fliggetlen, azonos EXP(\) eloszlastiak valamely \ > 0-ra.

A a folyamat rata paramétere. Az egész folyamatra hasznaljuk a
PPP(\) jelolést is.
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Karakterizacié

Na de miért pont Poisson?

Tétel (Poisson pontfolyamat karakterizaciéja)

(a) Egy PPP()\)-ra teljesiilnek a kévetkezd tulajdonsagok:
o Az [a, b] intervallumba es6 érkezések szamanak eloszlasa
POI(\(b— a)), és
o diszjunkt intervallumba es6 érkezések szama fiiggetlen.
(b) A fenti két tulajdonsag egyiitt egyértelmien meghatarozza
PPP())-t. Azaz barmely olyan pontfolyamat, amely kielégiti a
fenti két tulajdonsdgot, ugyanolyan eloszlasa, mint PPP()).

Nem biz. (Hosszd szamolas.)
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A rata paraméter

A karakterizacios tétel szerint ha X jeldli az [a, b] intervallumbeli
érkezések szamat, amit Ggy is fel lehet irni, hogy X = N(b) — N(a),
akkor X ~ POI(A(b — a)).

Az X valdszinlisége valtozé paramétere és egyittal varhaté értéke
A(b — a), ami aranyos az intervallum hosszaval és a rata
paraméterrel is.

A ) rata egy sliriiség jellegli paraméter: ha A nagyobb, a

folyamatnak siiriibben vannak érkezései. Ez egyébként dsszhangban
van azzal, hogy

E(egységnyi hossza intervallumban az érkezések szama) = A,

1
E(érkezési id6koz) = i
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Tétel (Unio)

Egy egymastdl fiiggetlen PPP(\1) és PPP()\;) uniéja
PPP( A1+ A2 )

I T T T T T T Tr T T T =
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
I I I I I I I I I I
| I I I I I I I I I I
I T T T T T T T T T T T T T T =
I I I I I 1 I [N I I I I
I I I I Ll 1 I [N I I I I
I I I I I 1 I [N I I I I
I I I I Ll 1 I [N I I I I
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Biz. A karakterizacios tétel miatt elég a kdvetkezé lemma.

Legyen Xi ~ POIl(u1) és Xp ~ POI(uy) fiiggetlenek. Ekkor
X1+ Xo ~ POI(py + p2).

Biz. POI(u) generatorfiiggvénye

(o.) o0 ( Z)k
G(z) = /;I e Hzk = e7H Z Mkl — e Heh? = ez 1),
k=0 k=0 '

és igy X1 + Xo generatorfliggvénye

oa(z1) | gua(z—1) _ g(uatpa)(z-1)
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Ritkitas

Tétel (Ritkitas)

Egy PPP()\)-ban minden érkezést p valdsziniséggel pirossal, 1 — p
valészinidséggel kékkel jelbliink, fiiggetleniil a tobbi érkezéstél.
Ekkor a piros érkezések egy PPP(p\)-t alkotnak, a kék érkezések
egy PPP((1 — p)\)-t, és a két folyamat fiiggetlen.

- — — — —
- — — — —
- — — — —

- — - — - - - = =
- — — - — - - - =
- — — - — - - - =
- — — - — - - - =
- — - — - - - = =
- — - — - - - = =
- — — - — - - - =
- — — - = - - - =
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Ritkitas

Biz. A karakterizacios tétel miatt elég a kdvetkezd lemma.

Legyen X ~ POIl(u). Az X érkezés mindegyikét pirossal jeléljiik p
valésziniiséggel és kékkel jeloljiik 1 — p valészindséggel, a tobbi
érkezéstdl fiiggetleniil. Ekkor a piros érkezések eloszlasa POl(pu), a
kék érkezések eloszlasa POI((1 — p)u), és a piros és kék érkezések
szama fiiggetlen.

Biz. A piros érkezések szama felirhaté agy, mint X darab Bernoulli
valdszinliségi valtozé Gsszege. A Bernoulli eloszlas
generatorfliiggvénye (1 — p) + pz, igy a piros érkezések szama

etM(1=p)+pz—1) _ pu(z—-1)
A fliggetlenséget nem biz.

Sztochasztika lllés Horvath Poisson folyamatok



Példa. Egy aton csak auték és motorosok kdzlekednek. A
kovetkez6ket tudjuk réluk:

o Atlagosan percenként 4 jarmii halad el. A jarmiivek 3/4-e
auté, 1/4-e motor.

Az unid és a ritkitas tétel szerint a fenti informéacié ekvivalens a
kovetkezével:

° Atlagosan percenként 3 autd és 1 motor halad el, és az autdk
és motorok fliggetlenek.
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A kovetkezs 3 abra koziil csak az egyik Poisson pontfolyamat.
Vajon melyik?

A kozéps6 piros a Poisson folyamat. Az els6, kék folyamatnal az
érkezési id6kozok tul egyenletesek, mig az utolsé, sziirke
folyamatnal az érkezések idénként tllsagosan osszesiirlisodnek, mig
maskor nagy sziinetek vannak (egyébként az érkezési id6koz Pareto
eloszlasa).
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Intervallumon beliili helyzet

Tudjuk, hogy tavaly csak egyetlen tiizeset tortént egy varosban, de
nem tudjuk, mikor. Mi lehet a tlizeset idejének az eloszlasa az éven
beliil?

A fenti informacié ismeretében az éven beliil barmikor lehet, igy az
éven beliili eloszlasra azt varnank, hogy egyenletes. Igy is van:

Ha egy PPP())-nak csak egyetlen érkezése van egy [a, b]
intervallumon beliil, akkor annak a helyzetének az eloszlisa

U([a, b]).
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Intervallumon beliili helyzet

Biz. Legyen c € (a, b) és definialjuk a kovetkezé eseményeket:
@ A: pontosan egy érkezés tortént [a, c|-ben,
@ B: pontosan egy érkezés tortént [a b]-ben.

A cél azt belatni, hogy P(A|B) = ;=2. Tudjuk, hogy

P(Aés B)

P(A|B) = B(5)

el6szor a nevez6t szamitjuk ki:

(A(b—a))* e~ Mb—a)

P(B) = IP(1 érkezés [a, b]-ben) = 1

mivel az érkezések szama [a, b]-ben POI(A(b — a)) eloszlasu.
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Intervallumon beliili helyzet

Azutan a szamlalét:
P(A és B) = IP(1 érkezés [a, c|-ben és 1 érkezés [a, b]-ben).

Az [a, c]-beli és [a, b]-beli érkezések szama nem fliggetlen, mert a
két intervallum nem diszjunkt. Viszont ezt atfogalmazhatjuk [a, c]
és [c, b] intervallumbeli érkezésekre, amik mar fiiggetlenek:

P(A és B) = IP(1 érkezés [a, c]-ben és 1 [a, b]-ben) =
P(1 érkezés [a, c|-ben és 0 érkezés [c, b]-ben) =
P(1 érkezés [a, c]-ben) - P(0 érkezés [c, b]-ben) =

Ale=a)! onea) M=) xo-0) _ 5,

—A(b—a)
1! 0! ’

—a)e
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Intervallumon beliili helyzet

Tehat
P(B) = \(b — a)e (P~2),
P(A és B) = A(c — a)e b=,
ahonnan
P(AB) = P(A és B) _ Mc—a)eMb=a) ¢4

P(B) A(b — a)e—Ab-a) " b—a

ami pontosan annak a valdszintisége, hogy egy U(][a, b])
valésziniiségi valtozé értéke [a, c]-be esik.
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Intervallumon beliili helyzet

A kovetkezé altalanosabb tétel is igaz.

Feltéve, hogy egy PPP(\)-nak k érkezése van az [a, b]
intervallumban, azok egyiittes eloszlasa megegyezik k darab
fiiggetlen U([a, b]) valésziniiségi valtozo egyiittes eloszlasaval.

Nem biz. (Az el6z6h6z hasonlé szamolas.)
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Osszefoglalé (az eddigiekrsl)

A PPP(\)-ra a kovetkezék teljesiilnek:
@ az érkezési id6kozok EXP()) eloszlasaak és fiiggetlenek;
@ az [a, b]-ba es§ érkezések szama POI(A\(b — a)) eloszlas;
e diszjunkt intervallumokban az érkezések szama fliggetlen;
o fiiggetlen PPP-k unidja is PPP, a ratak dsszeadédnak;

o egy PPP szétszedhetd két fiiggetlen PPP-re Ggy, hogy minden
érkezés a tobbitdl fiiggetleniil keriil egyik vagy masik PPP-be;

o feltéve, hogy egy intervallumba k pont esik, az egyiittes
eloszlasuk az intervallumon beliil fiiggetlen egyenletes.
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Kiterjesztés a teljes szamegyenesre

Legyen adott egy PPP(\) a [0, 00)-en; az érkezési id6kozok listaja
T1y T2y ne-

Ez kiterjeszthetd a teljes szdmegyenesre a kdvetkezd médon.
Legyen 7_1,7_2,... fae EXP(\) valtozdk, fiiggetlenek egymastdl és
T, T, ...-tol.

A [—00,0]-beli érkezések id6pontjai legyenek

T—]. = —T-1,
T_o=—(1-1+ 7-2),
T 3=—(1-1+7-2+73),
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Kiterjesztés a teljes szamegyenesre

Az érkezések felosztjak a szamegyenest véletlen hossziisagi
szakaszokra. Szamitsuk ki a 0-t tartalmazé szakasz hosszanak
varhaté értékét.

A 0-t tartalmazé szakasz [—7_1,71], hossza 7_1 + 71, melynek
varhaté értéke )

E(T_l —I-Tl) = 2E(T1) = X

Masrészt minden mas érkezési idékoz varhaté értéke

1

E(T,‘) = E(T_,') == X

Tehat a 0-t tartalmazé szakasz atlagosan kétszer olyan hosszi
lenne, mint a tobbi szakasz?
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Kitérs: hossztorzitas

Bizony am! Ennek oka az, hogy a 0 nagyobb eséllyel esik egy
hosszabb szakaszba (egyszeriien azért, mert hosszabb). Masképp
mondva “a 0-t tartalmazé szakasz hossza” és “egy érkezési id6koz
hossza” kiilonbdz6 eloszlastak. (Ez egyébként a 0 helyett barmelyik
masik pontra is igaz.)

Annak a valésziniisége, hogy egy pont egy adott hosszisagi
intervallumba esik, aranyos az intervallum hosszaval is. Azaz ha az
érkezési id6koz siirliségfiiggvénye f(x), akkor a O-t tartalmazé
szakasz hosszanak siiriiségfliggvénye

(Az E(71)-gyel valé osztas csak normalizalas miatt kell.)

Ugy mondjuk, hogy az 7(x) siiriségfiiggvény az f(x)
striiségfliggvény hossztorzitott valtozata.
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Kitérs: hossztorzitas

Konkrétan ha 73 ~ EXP(X), akkor
f(x) = e ™, F(x) = Axe ™.
A fenti f(x) siiriiségfiiggvény a Gamma(2,)), vagy mas néven
Erlang(2,)) eloszlas siiriiségfiiggvénye. Azon tul, hogy ez az eloszlas
az EXP(\) hossztorzitott valtozata, egyattal teljesiil ra az is, hogy
11 + 7_1 ~ Erlang(2, \),

ha 71 és 7_; fliggetlen EXP(\) eloszlastak.
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Kitérs: hossztorzitas

Egyéb példak hossztorzitasra.

Példa. Kivancsiak vagyunk a gyerekek szamanak eloszlasara
csalddonként egy tarsadalomban. Tekintsiik a kdvetkez8
helyzeteket:
o Kivalasztunk egy csaladot véletlenszeriien, és megkérdezziik,
hany gyermekiik van.
o Kivalasztunk egy gyereket véletlenszeriien, és megkérdezziik,
hanyan vannak testvérek Gsszesen.
A masodik esetben a gyerek nagyobb eséllyel jon sokgyerekes
csaladbél. A masodik kérdésre a valasz pont az els6 kérdésre adott
valasz hossztorzitott véltozata.

Diszkrét valdszinliségi valtozék esetén a hossztorzitas képlete:

KP(X = k)

P(X = k) = ()

Sztochasztika lllés Horvath Poisson folyamatok



Kitérs: hossztorzitas

A kovetkez8 példa a varakozasi id6 paradoxon.

Egy megalléban atlagosan 10 percenként jon a busz. Varhatdan
mennyit kell varnunk, ha egy véletlen idépontban odamegyiink a
buszmegalléba?

A természetes valasz 5 perc lenne, de ez csak akkor igaz, ha a
buszok pontosan 10 percenként kdvetik egymast.

Ha azonban az érkezési id6kozok véletlenek, akkor vannak hosszabb

és rovidebb id6kozok, és mi nagyobb eséllyel érkeziink egy hosszabb
idékdzbe.
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Kitérs: hossztorzitas

Ha konkrétan a buszok gy jarnak, hogy két egymast kdvets busz
jon 1 percen beliil, majd 19 perces sziinet, és ez a minta ismétlédik:

Ekkor 95% eséllyel a hossza idékozbe érkeziink, ahol atlagosan 9:30
percet kell varnunk. Mindenestiil az atlagos varakozasi id8

0.95 x 9:30 4- 0.05 x 0:30 = 9:03

perc, ami jelentsen tobb, mint 5 perc.
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Kitérs: hossztorzitas

Sorbanallasi helyzetekben is elgjon: boltban, bankban stb.

Gyakran tiinhet Ggy, hogy az a sor, amiben allunk, lassabban halad,
mint a tobbi.

Es tényleg ez a helyzet: atlagosan tSbb idét tdltiink lassabb
sorokban, pont azért, mert lassabbak.

Ezt a jelenséget Ggy is lehet értelmezni, hogy a sorok sebessége
kiviilr6l nézve mas eloszlast kdvet, mint egy adott sorbdl beliilrél
nézve.
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Szimulacié | - exponencialis valtozékkal

A Poisson-folyamat szimulalhaté a [0, t] intervallumon gy, hogy a
T1,To,... érkezési id6kozoket generaljuk fliggetleniil, EXP()\)
eloszlas szerint. Ekkor az érkezési id6k

Tl =T1,

Ty =11+ 1,

Elég annyi 7,-et generalni, amig T, > t-t el nem érjiik.
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Szimulacié Il - Poisson és egyenletes valtozdkkal

Egy masik lehet8ség, hogy egy adott intervallumon elGszor a
darabszamot generaljuk le, majd azok helyzetét az intervallumon
belil.

Az [a, b] intervallumba esé pontok szama X ~ POI(A(b — a)).
Legeneraljuk el6szor X értékeét.

Ezutdn generalunk X darab fliggetlen pontot U([a, b]) eloszlas
szerint.
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Mikor jogos a PPP hasznalata?

Altalaban a Poisson pontfolyamat hasznalata jogos, ha a kdvetkezs
két feltétel teljesiil:

o az érkezések sok fliggetlen forrasbdl érkeznek, és
e mindegyik forras kontribuacidja az egészhez képest kicsi.

Példa. Az alabbi halézatban az 1-es szerver esetén a PPP
hasznalata jogos, de a 2-es szervernél nem.

o~
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Inhomogén Poisson pontfolyamat

Vannak esetek, amikor az érkezési rata nem allandg, hanem idében
valtozik. llyen helyzetre példa a kdzlekedés: csiicsid6ben az érkezési
rata magasabb, azon kiviil viszont alacsonyabb.

Szeretnénk definialni olyan Poisson folyamatot, melyre az érkezések
egy id8ben valtozé \(t) > 0 ratafliggvény szerint torténnek.
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Inhomogén Poisson pontfolyamat

Ezt a kdvetkez6 médon csinaljuk. Legyen

A(t)
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Inhomogén Poisson pontfolyamat

A(t) ndvé fiiggvény és a 0-bdl indul; amikor A(t) nagyobb, A(t)
gyorsabban n&, amikor \(t) kisebb, A(t) lassabban né.

A(t)
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Inhomogén Poisson pontfolyamat

Legyenek Y1, Ya,... egy PPP(1) érkezései [0, 00)-en. (A
grafikonon az y tengely mentén abrazoltuk &ket.)

A(t)
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Inhomogén Poisson pontfolyamat

Ekkor a A=1(Y1),A71(Y2),... pontok egy A(t) ratafiiggvénynek
megfeleld inhomogén Poisson folyamatot alkotnak. (Az &bran le
vannak vetitve az x tengelyre a A(t) fliggvény grafikonjan
keresztiil.)

T
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Inhomogén Poisson pontfolyamat

A kapott folyamatnak tipikusan tobb érkezése van ott, ahol A(t)
nagyobb, és kevesebb ott, ahol A(t) kisebb.
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Inhomogén Poisson pontfolyamat

Az inhomogén Poisson folyamat tulajdonsagai:
o / az érkezések szama [a, b]-ben POI(fab A(t)dt) eloszlasi;
@  az érkezések szama diszjunkt intervallumokban fiiggetlen;
@ X az érkezési id6kdzok nem exponencialis eloszlasaak;

@ X az érkezési id6kozok nem fiiggetlenek.
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2-dimenziés PPP

A Poisson folyamat altalanosithaté magasabb dimenzidkra is.

Példa. A 2-dimenziés Poisson folyamattal lehet modellezni fak
elhelyezkedését egy erdében.

Egy 2-dimenziés Poisson folyamatban az érkezések (pontok) R2-ben
vannak. A )\ rata a pontok siirliségét adja meg (azaz a pontok
atlagos szamat egységnyi terlileten). Az érkezési id6koznek nincs
megfeleléje, de a Poisson eloszlassal val6 szimulacié miikodik:

@ egy A teriiletd tartomanyban a pontok szdméanak eloszlasa
POI(\A);

o feltéve, hogy k pont esik a tartomanyba, az egyiittes
eloszlasuk fiiggetlen egyenletes a tartomanyon beliil;

@ egyenletes eloszlast kdnnyii generalni pl. téglalapokon.
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1. feladat

Egy telefonkdzpontba 5 perc alatt atlagosan 8 helyi hivas és 2

tavolsagi hivas érkezik.

(a) Mekkora a valésziniisége annak, hogy 2 perc alatt pontosan 1
tavolsagi hivas érkezik?

(b) Mekkora a valészinlisége annak, hogy 2 perc alatt legfeljebb 3
hivas érkezik 6sszesen?

(c) Mekkora a feltételes valdszintisége annak, hogy egy 2 perces
id6szak alatt pontosan 1 tavolsagi hivas érkezik, feltéve, hogy
ugyanezen id6 alatt legfeljebb 3 hivas érkezik Gsszesen?

(d) Mi az eloszlasa és varhaté értéke az aznapi elsg helyi hivasig
eltelt idének?

(e) Mi az eloszlasa és varhaté értéke az aznapi elsé hivasig eltelt
id6nek?

(f) Mekkora az esélye, hogy az elsé hivas helyi?
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1. feladat

Megoldas.

(a) A tavolsagi hivasok PPP 2/5 = 0.4 rataval (hivas per perc),
igy ha X a hivasok szama egy 2 perces idGszak alatt, akkor

X ~ POI(0.4 x 2) = POI(0.8),

és
0.8!

Te—“8 ~ 0.359.

P(X =1) =
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1. feladat

(b) Az unié tétel alapjan az dsszes hivas Poisson folyamat
10/5 = 2 rataval, igy ha Y a hivasok szama 2 perc alatt, akkor

Y ~ POI(2 x 2) = POI(4),

P(Y<3)=P(Y=0)+P(Y=1)+P(Y =2) +P(Y =3) =
40 4t a2, 48,
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1. feladat

(c) Ugyanazzal a jeloléssel a kérdés

P(X =1,Y < 3)
P(Y < 3)

P(X =1]Y <3) =

P(Y < 3) értékét mar kiszamitottuk a (b) kérdésnél.

P(X =1,Y < 3) kiszamitasanal arra figyeljiink, hogy X és Y
nem fiiggetlenek, mivel Y tartalmazza az X darab tavolsagi
hivast is. Legyen

Y=X+72,

ahol Z a helyi hivasok szdma ugyanazon 2 perces intervallum
alatt. Z ~ POI(8/5 x 2 = 3.2), és fliggetlen X-t8l.
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1. feladat

(c) Ekkor

PX=1,Y<3)=PX=12<2)=PX=1)PZ<2)=

8! 20 2! 22
%670.8‘ (3O|es.2 4 3Tefs.2 4 32|e3.2> ~0.137,
és
P(X=1,Y<3)

P(Y <3) n
%e—O.S . (%—%Oe‘3-2 n %e‘” I %e—&z)

4 4 | 4t a4 42 4 A 4
me +ﬁe +je +?e

P(X =1]Y <3) =

=~ 0.315.
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1. feladat

(d) A helyi hivasok PPP(8/5)-6t alkotnak, tehat az érkezési
id6kozok EXP(8/5) eloszlastak, ennek a varhaté értéke 5/8.
Ennyit kell dtlagosan varni az elsg helyi hivasra.

(e) Az Gsszes hivasok folyamata PPP(10/5), tehat az érkezési
id6kozok EXP(10/5) eloszlasaak, ennek a varhaté értéke 5/10.
Ennyit kell 4tlagosan varni az elsé barmilyen hivasra.

(f) A ritkitas tétel szerint minden egyes hivas helyi 8/10
val6sziniiséggel, a tobbi hivastdl fiiggetleniil.
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Egy szerverhez A és B tipusl csomagok érkeznek, masodpercenként
atlagosan 1 A tipusi és 1.5 B tipusi.
(a) Mekkora a valésziniisége, hogy az els6 érkez8 csomag A tipusi?

(b) Jeldlje X az elsé A tipusi csomag el6tt érkezé B tipusi
csomagok szamat. Milyen eloszlasa X7

(c) Legyen T mindentdl fiiggetlen EXP(0.5) eloszlast, és legyen Y
a T id6 alatt érkezé A tipusi csomagok szama. Szamitsuk ki
Y varhaté értékét. Adjuk meg a teljes eloszlasat is.
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Megoldas.

(a)

(b)

Minden csomag a tbbitél fliggetleniil ﬁ =0.4
valésziniiséggel A tipusi, igy 0.4 a valdsziniisége annak is, hogy
az els6 érkezé csomag A tipusa.

Sorban jonnek a csomagok, tekintsiink mindegyikre gy, mint
egy probalkozas, hogy B tipusi csomag j6jjon. Ekkor a
ssikertelen probalkozasok” pont az A tipust csomagok; a
szamuk eloszlasa az els§ sikeres (B tipusa csomag) el6tt
PGEO(0.6) eloszlasu.

Toronyszabaly alapjan:
E(Y)=E(E(Y|T))=E(T)=1/05=2.

Vezessiink be ,fantom” érkezéseket 0.5 rataval, fiiggetleniil az
eredeti folyamattél. Ekkor a T hossza intervallum felfoghaté
agy is, mint az elsé fantom érkezés ideje. Az A tipusi
csomagok szama az els6 fantom érkezés el6tt

PGEO(0.5/(1 + 0.5) = 1/3) eloszlasu.
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6. feladat

Otté autdjanak két fényszérdja van (bal és jobb). A bal fényszéré
atlagosan kétévente egyszer romlik el, a jobb fényszéré viszont egy
gyartasi hiba miatt atlagosan 8 havonta romlik el.

(a) Atlagosan milyen gyakran romlik el valamelyik fényszéré?

(b) Mekkora az esélye, hogy a fényszérdk végig hibatlanul
izemelnek a tél folyaman? (A tél 3 hénap.)

(c) Mekkora az esélye, hogy a kdvetkezd két fényszérd
meghibasodas mindkett6 a bal oldali fényszérén torténik?
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6. feladat

Megoldas.

(a) A baloldali féenyszéré elromlasi rataja 1/2 (alkalom/év), a
jobboldali fényszéréé 3/2 alkalom/év. Igy annak a rataja, hogy
valamelyik fényszéré elromlik, 2/év, azaz atlagosan félévente
romlik el valamelyik fényszéré.

(b) Legyen X az elromlasok szama a tél alatt.
X ~POI(1/4-2=1/2), igy

0
P(X =0) = (1(/)?) e /2 % 0.607.

Masik megoldas. Legyen T az elsé elromlas ideje a tél
kezdetétsl. Ekkor T ~ EXP(2), és

P(T>1/4)=1-F(1/4) =1—(1—e 2% = e71/2 2 0.607.
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6. feladat

Megoldas.

(c) A meghibasodasok ratainak aranya: bal:;jobb = (1/2) : (3/2),
1

azaz minden meghibasodas a tobbitsl fiiggetlentil % =3

eséllyel kdvetkezik be a baloldali fényszérén.

Annak a valésziniisége, hogy a kdévetkezé 2 meghibasodas
mindkettd a bal oldalon kovetkezik be,

11
4/ 16"
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8. feladat

Egy 200 oldalas kéziratban atlagosan 3 helyesirasi huba van

oldalanként. A korrektor minden egyes hibat 90% eséllyel vesz

észre; a megtalalt hibakat megjeldli.

(a) Varhatéan hany hiba marad a kéziratban, miutan kijavitjak a
korrektor altal megtalalt hibakat?

(b) Mekkora az esélye, hogy a korrektor egy oldalon az &sszes hibat
megtalalja?

(c) Feltéve, hogy egy oldalon 3 hiba van, mekkora az esélye, hogy
mindharom az oldal alsé felén van?
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8. feladat

Megoldas.

(a)

Az dsszes hibak folyamata PPP 3 hiba per oldal rataval, és a
ritkitds miatt a megmaradé hibak egy PPP 3 x 0.1 = 0.3
rataval.

Az sszes megmaradé hibdk szama 200 oldalon

POI(200 x 0.3 = 60) eloszlasa, melynek varhaté értéke 60.

Az, hogy a korrektor az Gsszes hibat megtalalja egy oldalon,
ekvivalens azzal, hogy 0 hiba maradt. A megmaradé hibak

szama egy oldalon X ~ POI(0.3) eloszlasu, és

0.3

P(X =0) = Te*“ ~ 0.741.

Feltéve, hogy 3 hiba van, azok helyzete az oldalon beliil
fiiggetlen egyenletes, igy annak az esélye, hogy mindharom az
oldal alsé felén van, (%)3
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9. feladat

Egy erdében atlagosan 100 négyzetméterenként 10 fa ng. A fak

torzsét a talajszinthez képest 2 méteres magassagig tekintsiik 20

cm atmérgji hengereknek.

(a) Mekkora az esélye, hogy egy 10 négyzetméteres teriileten
egyetlen fa sem ng?

(b) Mekkora az esélye, hogy egy véletlen iranyba kil6tt puskagolyé
legalabb 50 métert repiil anélkiil, hogy fanak iitkézne?

Megoldas.

(a) A fak kdzéppontjai 2-dimenziés Poisson folyamat 10/100 = 0.1
fa per m? rataval, igy a fak szama egy 10m?-es teriileten
X ~ POI(10m? x 0.11; =1), &s

10
P(X =0) = ae*l ~ 0.368.
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9. feladat

(b) A puskagolyé akkor talal el egy fat, ha a fa kézéppontja 10
cm-nél kdzelebb van a golyé palyajahoz, mivel a fak sugara 10
cm.

T
10cm
e NN

- O

50 m
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9. feladat

(b) Ez egy 50m x 20cm-es savot jelent a goly6 palyaja mentén; a
golyé pontosan akkor fog legalabb 50 métert repiilni, ha ez a
sadv nem tartalmaz egy fa kdzéppontot sem.

A sav teriilete 50m x 20cm = 10m?, igy a beleess fa
kdzéppontok szama X ~ POI(10m? x 0.1# =1), és
10
P(X =0) = aef1 ~ 0.368

(ahogy az (a) részben kiszamoltuk).
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10. feladat

Egy Gton az elhaladé kamionokat szamoljuk. A kamionforgalom
siiriisége napkdzben nem allandd, az éranként elhaladé kamionok
szamanak ratafiiggvénye a kdvetkezé:

r(x) =6 — 4cos (%x) x € [0,24]

(a) Abrazoljuk a ratafiiggvényt. Hol van maximuma?

(b) Mekkora az egy nap alatt elhaladé kamionok szamanak varhaté
értéke?

(c) Mekkora annak a valészintisége, hogy 12 és 13 6ra kozott
pontosan 3 kamion halad el?
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10. feladat

Megoldas.

(a) Ez egy inhomogén Poisson folyamat. A rata fiiggvény 2 és 10
kozott valtozik, maximuma t = 6-nal és t = 18-nal van.
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10. feladat

(b) Az egy nap alatt elhaladé Gsszes kamionok szama

24
X ~ POI </ A(t)dt = 144> ,
0

aminek a varhaté értéke 144.
(b) A 12:00 és 13:00 kozott elhaladé kamionok szama

13 3
Y ~ POI </ A(t)dt =4 - — =~ 3.045) ,
1 T

2

és
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