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Véletlenszeriien valtozé rendszer

Egy rendszer elindul egy A allapotbdl.

@

Sztochasztika Horvath lllés Markov-lancok



Véletlenszeriien valtozé rendszer

Ezutan B vagy C allapotba léphet (0.4 és 0.6 valdszintiséggel).
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Véletlenszeriien valtozé rendszer

B-bsl A, C, D valamelyikébe léphet véletlenszer(en.
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Véletlenszeriien valtozé rendszer

C-bél csak E-be |éphet.
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Véletlenszeriien valtozé rendszer

D-bél atléphet E-be vagy maradhat D-ben is.
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Véletlenszeriien valtozé rendszer

Ez egy Markov-lanc.
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Egy lehetséges realizacié
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Egy lehetséges realizacio: A, B, D, D, E, D, E, B, C,E,B, A, C...
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Markov-lanc

A Markov-1anc egy rendszer, ami véletlenszeriien valtoztatja az
allapotat.

A kovetkezg allapot csak a jelenlegi allapottdl fiigg, az
el6zményektsl nem. Ez a Markov tulajdonsag.

A Markov tulajdonsag egyfajta memdériamentesség: a rendszer
tovabbi viselkedéséhez nem kell ismerni a miltat, csak a jelenlegi
allapotot.

Egy Markov-lanc megadasahoz a kovetkezd informacidkra van
sziikség:

e allapotok listaja (pl. A, B, C, D, E),

o kezdeti allapot, és

@ vagy egy iranyitott graf, atmenetval6sziniiségekkel az éleken
(mint az el6z6 példaban), vagy egy P dtmenet-valésziniiség
matrix.
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Atmenet-valésziniiség matrix

A P matrix (i,j) eleme annak a valésziniisége, hogy a Markov-lanc
a j allapotba lép kovetkezének, feltéve, hogy most az i allapotban
van.

@ A B C D E

Al 0 04 06 0 0

. B|01 0 02 07 0
\ clo o0 0 0 1
(E D/ 0 0 0 05 05

\ E| 0 06 0 04 0

05 0.5
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Sztochasztikus matrix

A P atmenet-val6szinliség matrix tulajdonsagai:

@ elemei nemnegativak:
pij =0 Vi, j,

@ minden egyes sor dsszege 1:
> pi=1
i

Barmely matrix, ami a fenti tulajdonsagokat teljesiti, egy alkalmas
atmenet-val6szintiség matrix. A fenti tulajdonsagokat teljesits
négyzetes matrixokat sztochasztikus matrixnak nevezziik.
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Kezdeti eloszlas vektor

A kezdeti allapotot megadhatjuk vektor formaban is, pl. ha a
kezdeti allapot A, akkor a kezdeti eloszlas vektor

Vo = ( 10000 )
Ezzel a jeloléssel a kezdeti allapot lehet véletlenszerii is, pl.
vw=(1/2 0 1/2 0 0)

azt jelenti, hogy a Markov-lanc A-bél vagy C-bél indul 1/2
valdsziniiséggel.

vo elemei nemnegativak, sszegiik 1.
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Allapot-valésziniiségek

Tegyiik fel, hogy a Markov-lanc A-bél indul. Hol lehet 1 lépés
utan? Es 2 lépés utan?
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Allapot-valésziniiségek

1 lépés utan az allapot véletlenszerii. A példaban lehet B 0.4
valészinliséggel vagy C 0.6 valészinliséggel, azaz az allapotvektor 1
|épés utan
vp=(0 04 06 0 0).

2 |épés utéani lehetGségek:

o A—B—A 0.4-0.1 valésziniiséggel, vagy

o A—B—C 0.4-0.2 valésziniiséggel, vagy

e A—B—D 0.4-0.7 valésziniiséggel, vagy

e A—C—E 0.6 - 1 val6sziniiséggel.

Tehat
vy=(004 0 008 028 0.60).
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Allapot-valésziniiségek

Altalaban v, a kdvetkez6 médon szamithaté ki.

Vp=Vp_1-P=vy-P"

Biz (vazlat). A v,_1 - P szorzat a teljes valésziniiség tétele alapjan
szamitja ki az n 1épés utani allapot-valdsziniiségeket az n — 1 lépés
utani allapot-valé6sziniiségek szerint.

Sztochasztika Horvath lllés Markov-lancok



Allapot-valésziniiségek

Példaul a
w=(10000)

kezdeti vektorra és

atmenet-valésziniiség matrixra
v1:v0-P:(0 04 06 0 O )
és
vw=wv-P=w -P*=(004 0 008 028 0.60).
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Matrix-szorzas

0 04 06 0 O
01 0 02 07 O
o 0 0 0 1
0 0 0 05 05
0 06 0 04 O

(10000) (0 0406 0 0)

0 04 06 0 O
01 0 0.2 07

0 0 0 0 1
0 0 0 05 05
0 06 0 04 O

(0 04 06 0 0) (0.04 0 0.08 0.28 0.60)
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Kapcsolati osztéalyok

Ha két allapot olyan, hogy barmelyikbdl el lehet jutni a masikba
véges sok lépésben pozitiv val6sziniiséggel, akkor 6k egy kapcsolati
osztalyba (communicating class) tartoznak.
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Kapcsolati osztéalyok

Ha két allapot olyan, hogy barmelyikbdl el lehet jutni a masikba
véges sok |épésben pozitiv valdsziniiséggel, akkor 6k egy kapcsolati
osztalyba (communicating class) tartoznak.
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Irreducibilis és reducibilis Markov-lancok

Ha egy Markov-lancnak egyetlen osztalya van, vagy egyszeriien
mondva barhonnan barhova el lehet jutni, akkor irreducibilis. Ha
tobb kapcsolati osztaly is van, akkor reducibilis.
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Rekurrens és tranziens osztalyok

Az olyan osztalyok, amelyekb&l semmilyen atmenet nem vezet ki,
rekurrens osztilyok, és a benniik lévé allapotok rekurrens allapotok.

Az olyan osztalyok, ahonnan legalabb egy atmenet kivezet,

tranziens osztalyok, és a benniik 1évé allapotok tranziens dllapotok.

tranziens

rekurrens
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Az alabbi Markov-lanc irreducibilis-e?

/©%@

Igen, irreducibilis. Barmelyik allapotbél barmelyik masikba el lehet
jutni.

Az A allapotbél indulva hany lépés malva juthatunk vissza megint
az A allapotba?
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Az A allapotbél indulva visszatérhetiink az A allapotba 3, 6,
9,...lépés mulva.

A B allapotbdl indulva a B allapotba visszatérés is 3, 6, 9,... lépés
malva lehetséges. S6t, ez igaz barmelyik allapotra.
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Ha egy irreducibilis Markov-lancban az A allapotbél indulva
ugyanoda csak valamely d > 1 tdbbszdrdse szami lépésben lehet
visszajutni, akkor a Markov-lanc periodikus d periédussal. A
periédus ugyanakkora az &sszes allapotra.

A fenti példa Markov-lanc periodikus, a periédus hossza 3.
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A fenti Markov-lancban D-bél indulva visszatérhetiink D-be 1, vagy
2, vagy 3 stb. lépésben is. Ez egy aperiodikus Markov-lanc.

(Az aperiodikus esetre gondolhatunk agy is, hogy d = 1.)
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Egy periodikus Markov-lancban az allapotok feloszthatéak d
periodicitasi osztalyra. Ezek nem ugyanazok, mint a kapcsolati
osztalyok! A fenti Markov-lanc irreducibilis, egyetlen kapcsolati
osztalybél all (ami minden &llapotot tartalmaz), ugyanakkor 3
periodicitasi osztalybdl all.
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Londonban egy es6s napot 70% eséllyel kovet egy Gjabb esés nap,
30% eséllyel pedig napsiitéses nap. Egy napsiitéses napot 50%
eséllyel kdvet egy Gjabb napsiitéses nap és 50% eséllyel es6s nap.
Tegyiik fel, hogy ma esés nap van. Mekkora a valdszinlisége, hogy
2 nap milva esés nap lesz? Es 3 nap malva? Szamitsuk ki, hogy a
stacionarius eloszlas szerint mekkora az esés nap valdsziniisége.

s

(Ez az id&jarasnak egy erésen egyszerlisitett modellje.)

2 allapot van: es8s és napos. Az atmenet-val6szin(iség matrix

0.7 0.3
P={0s o3
Ma esik, tehat
Vo = (1 0)
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Ekkor
vi=v-P=(07 0.3).

v =v;-P=(0.64 0.36).

vs=vi - P =(0.628 0.372).

Ugy néz ki, mintha konvergalnanak. Vajon hova?
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Stacionaérius eloszlas

Vst = (X1 X2 ... Xx ) Staciondrius vektor vagy staciondrius eloszlas,
ha
Vst - P = v,

x1+ -+ x =1
Ha egy Markov-lancot vy = wy-bél inditunk, akkor
Vi = Vg - P = vy

és igy tovabb, tehat
Vp = Vit VN

Egy Markov-lanc stacionarius, ha stacionarius vektorbél indul.
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Hossz( tava viselkedés

Tétel. (Perron—Frobenius)

(a) Minden (véges éllapotterii) Markov-lancnak van legalabb egy
stacionarius vektora.

(b) Ha egy Markov-lanc irreducibilis, akkor vy egyértelmii és elemei
szigortian pozitivak.

(c) Ha egy Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor

lim v, = vy
n—o00

tetszéleges vy kezdeti vektorra.

Nem biz., de a lényeg: a stacionarius vektor a P matrix 1
sajatértékhez tartozé baloldali sajatvektora; az Gsszes tobbi
sajatérték a (b) esetben legfeljebb 1 abszolutértékd, a (c) esetben
szigordan kisebb, mint 1 abszolatértékd.
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Ha

0.7 03
P=105 05

akkor vgy = (x1 x )-re teljesiil a definicié alapjan

0.7x1 +0.5x = x4
0.3x1 + 0.5x0 = x»
x1+x =1,

aminek a megoldasa x; = 5/8 = 0.625 és x, = 3/8 = 0.375, és igy

vet = (0.625 0.375).
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A stacionarius eloszlas kiszamitasa

A stacionarius eloszlas kiszamitasahoz egy linearis egyenletrendszert
kell megoldani:

Vst - P = v,
x|+ -+ xe = 1.

Az altalanos, mindig hasznalhaté médszer a Gauss-eliminacid.
(Specialis esetekben esetleg egyszeriibben is megoldhaté.)
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Hossz( tava viselkedés

Tehat ha a Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, akkor

lim v, = vg.
n—o0

A konvergencia exponencialisan gyors (nem biz., de a P matrix
masodik legnagyobb abszolatértékii sajatértéke az exponens); kis
allapottér (k < 5 koriil) altalaban mar n > 10 esetén j6 kozelitéssel

Vpn = Vgt.

Nagy allapottér esetén altalaban nehéz kérdés, hogy mikortdl
teljesiil; kulcsszé: Markov chain mixing time.

A Perron—Frobenius tétel (c) része ekvivalens a kdvetkezével:

Vst,
Vst
lim P" =
n—oo
Vst
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Reducibilis Markov-lancok

Barmely reducibilis Markov-lanc el6bb-utébb eljut az egyik
rekurrens osztalyba és ott marad Grokre.

i~
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Reducibilis Markov-lancok

Barmely reducibilis Markov-lanc el6bb-utébb eljut az egyik
rekurrens osztalyba és ott marad Grokre.

transient transient

recurrent recurrent
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Reducibilis Markov-lancok

Tulajdonképpen minden egyes rekurrens osztéaly egy kisebb,
irreducibilis Markov-lancnak tekinthetd.

transient transient

recurrent recurrent
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Reducibilis Markov-lancok

Reducibilis Markov-lanc esetén minden rekurrens osztalyhoz
tartozik egy egyértelmii stacionarius vektor.

A nagy Markov-lanc stacionérius vektorai ezeknek a konvex lineéris
kombinacidi.

Egy tranziens allapot valdsziniisége barmely stacionarius eloszlasban
0.

Egy reducibilis Markov-lancra is teljesiil, hogy v, konvergal
valamelyik stacionarius vektorhoz — de hogy melyikhez, az lehet
véletlenszerii is.

Mi altaldban irreducibilis Markov-lancokra szoritkozunk.
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Stacionérius vektor tovabbi értelmezéseli

Egy irreducibilis, aperiodikus Markov-lancra
Vn — Vgt

tetsz6leges vy esetén. Ez azt jelenti, hogy hossza tavon a
Markov-lanc ,elfelejti” a kezdeti allapotot, és kdzel lesz a
stacionarius allapothoz. Emiatt sok esetben, amikor a Markov-lanc
hosszi ideje zajlik, a kezdeti allapot irrelevans, mivel a Markov-lanc
agyis stacionarius lesz.

Mi a helyzet irreducibilis, periodikus Markov-lancokra?
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Periodikus Markov-lancok

Egy lehetséges realizacio: A, C, D, A, C,E, A, B, E, A, C, E A, ...

Minden harmadik allapot A, utana mindig B vagy C, azutan pedig
D vagy E kovetkezik.
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Periodikus Markov-lancok

Egy irreducibilis, periodikus Markov-lancra vy egyértelmii. A fenti
Markov-lancra
1 1 4 14 11
Vst = | 5 3¢ 3¢ S o .
3 15 15 75 75

Ha a periddus d, vy % valdsziniiséget rendel minden egyes
periodicitasi osztalyhoz:

1 1 4 14 11
Vi =| 2 —= — == == |.
3 15 15 75 75
N—— N —

W=
W=
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Periodikus Markov-lancok

Egy periodikus Markov-lanc nem ,felejti el” a kezdeti allapotot
teljesen.

A periodicitasi osztalyokat jeldljik 1,..., d-vel. Ha a Markov-lanc
az l-es osztalybdl indult, akkor nd |épés utdn mindig Gjra az l-es
osztalyban lesz, nd + 1 lépés utan mindig a 2-es osztalyban lesz, és
igy tovabb.

Teljesiil a kdvetkez8: nagy n-re, v, értéke kozelitdleg vy, feltéve,
hogy abban a periodicitasi osztalyban van, ahol n lépés utan lehet.

Ez a feltételes eloszlas megkaphaté agy is, hogy vy tobbi
osztalybeli elemeit kinullazzuk, majd beszorozzuk d-vel.
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Periodikus Markov-lancok

A korabbi periodikus Markov-lanc példajara d = 3, és

1 1 4 14 11
Vst =\ 5 72 7T S S¢C
3 15 15 75 75
Ha a Markov-lanc az 1-es allapotbdl indult, akkor 3n lépés utan
csak az 1-es allapotban lehet, és

Van A 3 - %%%% (10000).

3n+ 1 |épés utan csak a 2-es periodicitasi osztalyban lehet, és

0 0 0
1 4 141 14
~3. ——% 02 200).
Vant1 %55 5 75 5500

Sztochasztika Horvath lllés Markov-lancok



Periodikus Markov-lancok

3n+ 2 lépés utan pedig csak a 3-as periodicitasi osztalyban lehet,
és igy

0 0 0
4/ 14 11 14 11
~3- — — 000 — —
Van+2 % Z]é Zé 75 75 | = (00055 55)
Ha a Markov-lanc a 2-es periodicitasi osztalybdl indult, akkor 3n

lépés utan csak a 2-es periodicitasi osztalyban lehet, tehat ilyenkor
0

1 4
a3 - 7700.
v Z]KZ 15 5%% 55°0)

Hasonléan

0 0 0
4 14 11 14 11
~3- — — 000 — —
Van1 % I]é Zé 75 75 | ~ (00055 5)
stb.; a kozelités médja tolédik a kezdeti osztalynak megfelelen.



Stacionarius vektor értelmezéseli

Mi egyebet arul még el a stacionarius vektor? Legyen

Vst = (X1 X2 ... Xk ).

Egy irreducibilis Markov-lanc esetén hosszii tavon az i dllapotban
toltott lépések aranya az 6sszeshez képest x;.

Egy irreducibilis Markov-lanc esetén az atlagos lépésszam két i-be
torténd visszatérés kézott Xl

Mindkét lemma érvényes periodikus és aperiodikus Markov-lancokra
is.
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Stacionarius vektor értelmezések

A londoni idjaras példajanal legyenek az allapotok 1: es6s, 2:
napos. Ekkor egy lehetséges realizacié

1,1,2,1,1,1,2,2,1,2,1,1,2,1,1,2, ...
Az els6 lemma azt mondja, hogy hosszi tavon az 1l-esek, azaz az
es6s napok aranya x; = 0.625.

A masodik lemma azt mondja, hogy az atlagos |épésszam két 1-es
kdzott (vagyis az, hogy atlagosan hany naponta esik)

11
= 6% = 1.6
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Ergodtétel

A kovetkezg tétel lenyegében a Nagy szamok tdrvénye irreducibilis
Markov-lancokra.

Tétel. (Ergodtétel)

Jelélje egy Markov-lanc realizéciéjat (az allapotok sorozatat)
X1, Xo, . ..

Ha a Markov-lanc irreducibilis, akkor barmilyen, az allapotokon
adott f fiiggvényre

f(X1) + -+ f(Xn)

Jim B LIS ),
ahol
Eg(f) = x1f(1) + - - - + xkf(k),
ahol

vee = (X1 ... Xk ).
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Londonban egy fagyiarus egy esés napon atlagosan 120 font
értékben ad el fagyit, de egy napos napon atlagosan 800 font
értékben. Mennyi a hosszi tavi atlagos napi bevétele a fagyibél?

Az allapotok ismét 1: esGs és 2: napos. Legyen az f fiiggvény
f(1) =120,  £(2) = 800.

Ekkor az ergodtétel pont azt mondja, hogy a hosszi tavia atlagos
napi bevétel a fagyibél

Egi(f) = x1 f(1) + x2f (2) = 0.625 - 120 + 0.375 - 800 = 375

(font per nap).
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Centralis hatareloszlas tétel [Ancokra

Az ergodtétel a Nagy szamok torvényének megfelel§je
Markov-lancokra.

Vajon a centralis hatareloszlas tétel is teljesiil Markov-lancokra?
Igen, teljesiil! Egészen pontosan

: F(X1) + -+ F(Xn) = n-Bg(f) ~ o(x) W
n||_>rr;o]P’< o (F)v/n <X>—¢() Vx e R.

Egy nehézség van: o(f) értékét bonyolult kiszamitani (o(f) nem a
stacionarius eloszlas szerinti szoras).

Osszességében a Markov-lanc CHT nem igazan praktikus; nem
fogjuk hasznalni.
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Osszefoglalas

Mindig van legalabb egy vy:.

Ha a Markov-lanc irreducibilis, akkor vgt = (x1 ... xk)
egyértelmi és x; > 0Vi.

Egy reducibilis Markov-lanc elébb-utébb mindig egy rekurrens
osztalyban két ki, ami egy mini irreducibilis Markov-lancnak is
tekinthetd.

Irreducibilis, aperiodikus Markov-lancra v,, — vy gyorsan.
Irreducibilis, periodikus Markov-lancra v, periodikusan
kozelithetd vt megfelels periodicitasi osztalyra vett feltételes
eloszlasaval.

Irreducibilis Markov-lanc hossza tavon i-ben az id8 x; részét
tolti az i allapotban, és az i-be val6 visszatérések kdzott eltelt
atlagos |épésszam Xl

Ergodtétel: egy fliggvény hossza tava idéatlaga Eg(f), f-nek
a stacionarius eloszlas szerinti varhaté értéke.
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Végtelen allapottér

Végtelen allapottér esetén nagyon sokféle viselkedés lehetséges.

@ Van olyan, hogy vy egyértelmi és v, — vy tetsz6leges vp-ra;
lényegében az Gsszes, véges allapotterii Markov-lancra
vonatkozé allitas érvényes.

o Eléfordulhat, hogy nem létezik vg.

o Elsfordulhat, hogy végtelen sok vy van, de v, egyikhez sem
konvergal.

@ Rekurrens és tranziens allapotokon kiviil lehetnek
null-rekurrens allapotok: olyan allapotok, ahova a Markov-lanc
végtelen sokszor visszatér, de olyan ritkan, hogy a stacionarius
valdsziniségiik 0.

Altalaban az atmenet-matrix spektralis tulajdonsagai segitenek a
vizsgalatban.

Néhany végtelen allapotterd Markov-lancot megnéziink majd —
folytonos idejii Markov-lancokra.
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5. feladat

A Séder kft. kétféle munkat vallal: A és B tipusit. Az A tipusi
munka 1 hénapig tart, és a bevételiik beléle 1,4 milli6 forint, a B
tipusi munka 2 hénapig tart és a bevételiik belsle 2,7 millio forint.
Minden hénap elején vesznek fel rendelést, feltéve, hogy nem
tartanak éppen egy B tipusii munka kdzepén. Minden hénap elején
60% eséllyel érkezik megrendelés B tipusi munkara és 50% eséllyel
A tipust munkara (fuggetleniil). Ha mindkét fajta megrendelés
érkezik, akkor egy A tipusit fogadnak el.
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5. feladat

(a) Modellezziik a Séder kft. havi tevékenységét Markov-lanccal.
Mik legyenek az allapotok? Mik az d4tmenetvalésziniiségek?

(b) Szamitsuk ki a stacionérius eloszlast. Ez alapjan adjuk meg,
mennyi a Séder kft. atlagos havi bevétele hosszi tavon.

(c) Atlagosan mennyi idé telik el két tétlen hénap kozstt?

(d) A cégvezetés azon gondolkodik, hogy érdemes-e preferalni
inkabb a B tipust munkat olyankor, amikor mindkettére
érkezik megrendelés. Segitsiink nekik a déntésben!
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5. feladat

Megoldas.

(a) Nézziik meg, milyen tevékenységet végezhetnek egy adott
hénapban. Lehet, hogy egy A tipusii munkat csindlnak, vagy
egy B tipusi munkan dolgoznak, de lehetnek tétlenek is, ezt
jeldljik 0-val.

Egy lehetséges realizacié:
A B B 0B B A0 A A B, B B B A,...
Vajon ez egy Markov-lanc-e?

Nem az. A gond az, hogy ha most egy B tipusi munkan
dolgoznak, akkor a jov6 szempontjabdl szamit, hogy az elsé
vagy a masodik felét csinaljak éppen: az elsé fele utan
mindenképpen a masodik fele jon, de a masodik fele utan
kovetkezhet egy A tipusd munka, vagy egy B tipusi munka,
vagy egy tétlen hénap is.
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5. feladat

(a) Egy lehetséges megoldas a B tipusi munkat szétszedni két
allapotra. Ekkor az el6bbi realizacié igy néz ki

A, Bl,B2,0 B1, B2, A 0, A A Bl B2 B1, B2, A,...

Ez mar Markov-lanc az {A, B1, B2, 0} allapottéren.

Szamitsuk ki az 4tmenet-valdsziniiségeket az A allapotbdl. A
munkat befejezik egy honap alatt, tehat a kdvetkezé hénapban
fogadnak ajanlatokat.

e Ha kapnak A tipusi ajanlatot, azt fogadjak el. Ennek a
valdszin(isége 0.5.

o B tipusi munkat akkor kezdenek el, ha kapnak B tipusi
ajanlatot és nem kapnak A tipusi ajanlatot. Ennek a
valésziniisége 0.6 - (1 — 0.5) = 0.3.

o Tétlenek akkor lesznek, ha sem A, sem B tipust ajanlatot nem
kapnak. Ennek a valésziniisége (1 — 0.5)(1 — 0.6) = 0.2,
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5. feladat

(a) Az atmenet-val6sziniiség matrix

| A Bl B2 0

A 105 03 0 0.2
B, 0 0 1 O
B2{05 03 0 0.2
0 |05 03 0 0.2

A Markov-lanc barhonnan barhova eljuthat, azaz irreducibilis.

Gyors 6kdlszabaly a periodicitas eldontésére: ha a P matrixnak
van legaldbb egy szigorian pozitiv eleme az atléban, akkor a
Markov-lanc mindenképpen aperiodikus.

Forditva nem igaz.
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5. feladat

(b) A vst = (x1 x2 x3 x4 ) stacionarius eloszlas kiszamithaté a
kovetkez8kbél:

Vst - P = v,

x1+x+x3+xs =1,
ahonnan

0.5x1 + 0.5x3 + 0.5x4 = xq,
0.3x1 + 0.3x3 + 0.3x4 = xp,
X2

0.2x1 + 0.2x3 4+ 0.2x4
X1+ x0+x3+x3 =1.

X3,

X4,
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5. feladat

(b) Az els6 4 egyenletbsl x1, xo, x3, xa egymashoz képesti aranya

X1:X0:x3:x4=5:3:3:2,

(53 3 2
A hosszl tava atlagos havi bevételitket az ergodtétel alapjan
szamoljuk. Figyeljiink arra, hogy az ergodtételhez az egyes
allapotokhoz kell értéket rendelniink. Az A allapotra ez 1.4
(milli6 forint), a 0 allapotra 0, és a B1 és B2 allapot kozott
szét kell osztanunk 2.7-et.

Ha egyenletesen osztjuk ketté, akkor a hosszi tavia atlagos
havi bevételiik
5 3 3

2
1—3-1.4+E-1.35+ﬁ-1.35+ﬁ-O~1.16.
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5. feladat

(b) Ha mashogy osztjuk ketté, pl. 2.7 4+ 0 aranyban, akkor a
hosszi tava atlagos havi bevételitk

5 3 3 2
— 14+ =274+ —-0+—=-0=1.16.
13 + 13 * 13 + 13
S6t, xo = x3 miatt ugyanannyi marad, akarhogyan is osztjuk
ketté.
(c) Mivel egy tétlen hénap stacionérius valésziniisége x4 = 12—3

ezért két tétlen hénap kozott eltelt id§ atlagosan

1
213~ 6%

hénap.

Sztochasztika Horvath lllés Markov-lancok



5. feladat

(d) Ha a B tipusd munkat preferaljak az A helyett, akkor az
atmenet-valészinliségek masok lesznek.

o A tipusi munkat akkor kezdenek el, ha kapnak A tipusi
ajanlatot és nem kapnak B tipus( ajanlatot. Ennek a
valésziniisége 0.5 - (1 — 0.6) = 0.2.

o Ha kapnak B tipust ajanlatot, azt fogadjak el. Ennek a
valdszintisége 0.6.

o Tétlenek akkor lesznek, ha sem A, sem B tipus( ajanlatot nem
kapnak. Ennek a valésziniisége (1 — 0.5)(1 — 0.6) = 0.2,

Ennek megfelelen

0.2 06 0 0.2
0 0 1 0
P= 02 06 0 0.2
0.2 06 0 0.2
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5. feladat

(d) A stacionarius eloszlas is mas:

X1:Xp:X3:X4=2:6:6:2,

2 6 6 2
Vst = | == 27272 |
16 16 16 16

és az ergodtétel alapjan a hossza tava atlagos havi bevételiik

és

2 1.4 0 1.3 0 1.3 2 0~1.19
Ez egy picit magasabb, mint amikor az A tipusd munkat
preferaljak, annak ellenére, hogy egy A tipusi munkabdl az egy
hénapra vetitett bevétel magasabb. Ennek oka, hogy egy B
tipusd munka 2 hénapra garantdl munkat, és igy a tétlen
hénapok aranya hosszi tavon jelent6sen alacsonyabb lesz.
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9. feladat

A Falab FC az egyetemi focibajnoksagban jatszik. A bajnoksagnak
3 osztalya van: A, B és C. A C osztalybdl 2/3 valésziniiséggel
feljutnak a B osztalyba a kovetkezd szezonra, egyébként maradnak
a C osztalyban (az el6zményektdl fiiggetleniil). A B osztalybol 1/2
valészintiséggel feljutnak az A osztalyba, 1/3 valésziniiséggel
maradnak a B osztalyban és 1/6 valésziniiséggel visszaesnek a C
osztalyba. Az A osztalyban 1/10 valésziniiséggel megnyerik a
bajnoksagot, 2/5 val6sziniiséggel nem nyernek, de maradnak az A
osztalyban, 1/2 valésziniiséggel pedig kiesnek a B osztalyba.
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9. feladat

(a)

(e)

Modellezziik a Falab FC szezononkénti szereplését
Markov-lanccal. Mik az allapotok? Adjuk meg az
atmenetmatrixot. Irreducibilis-e a Markov-lanc?
Aperiodikus-e?

Tegyiik fel, hogy most a C osztalyban vannak. Mekkora a
valdsziniisége, hogy 2 szezonnal késébb a B osztalyban
vannak?

Tegyiik fel, hogy most a C osztalyban vannak. Mekkora a
valésziniisége, hogy 10 szezonnal késébb a B osztalyban
vannak?

Hosszi tavon az id6 mekkora részét toltik a B osztélyban?

Mekkora az esélye, hogy 10 szezon milva a szezon végén
kiesnek?

Atlagosan hany szezon telik el két bajnoki cim kdz6tt?
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9. feladat

Megoldas.
(a) Az allapotok C, B és A.
1/3 2/3 0
P=1|1/6 1/3 1/2
0 1/2 1/2

A Markov-lanc irreducibilis, mert barhonnan barhova eljuthat,
és van a f6atléban pozitiv elem, Ggyhogy aperiodikus is.

(b)
vw=1(100),
vi=wP=(1/32/30),
vw=wvP=(2/9 4/9 3/9).
Feltéve, hogy most a C osztalyban vannak, annak a
valésziniisége, hogy 2 szezon malva a B osztalyban lesznek,
4/9.



9. feladat

(c) A vst = (x1 x2 x3 ) stacionarius vektort

1 +1
—x1+ =Xx2 = x
31 62 1
+1 +1
=X+ =x0+ =x3 = X;
31 32 23 2
1
§X2+§X3:X3

x1+x+x3=1

alapjan szamitjuk ki. A harmadik egyenletbdl x, = x3, az els6
egyenletb8l xp = 4xy, tehdt x; : x0 1 x3 =1:4:4 é&s

(144
"= \999 )

A Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus, tehat v, = v nagy
n esetén. 10 szezon nagy id8, tehat annak a valészin(sége,
hogy a B osztalyban jatszanak, xo = 4/9.
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9. feladat

(d) A hosszi tavon B osztalyban toltott id6 aranya ugyancsak
X2 = 4/9.

(e) Jelolje K azt az eseményt, hogy kiesnek 10 szezon utén, A, B
és C pedig azt, hogy 10 év milva az A, B illetve C osztalyban
vannak. A kiesés valdsziniisége fligg attol, melyik osztalyban
vannak. Azt, hogy milyen valésziniiséggel lesznek az egyes
osztalyokban, a stacionarius eloszlasbdl kapjuk, azt pedig,
hogy az egyes osztalyokbdl milyen valészintiséggel esnek ki, a
P matrixbol. Teljes valészintiség tétele alapjan:

P(K) = P(K|C)P(C) + P(K|B)P(B) + P(K|A)P(A)

1 1 4 1 4
~0 - —+---+4+ - -=-~0.296.
0 9+6 —|-2 9 0.296
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9. feladat

(f) Az, hogy bajnoki cimet nyernek-e vagy sem, nem latszik a
Markov-lanc allapotaibél, mivel akar nyernek, akar nem, az A
osztalyban maradnak.

Az A allapot stacionarius valdszinlisége x3 = g, tehat ennyi az
A allapotok aranya is hosszi tavon. Valahanyszor az A
osztalyban vannak, 1/10 valdsziniiséggel nyernek, tehat hosszd
tavon a szezonok § - 1/10 = 4/90 részében nyernek
bajnoksagot, és két bajnoki cim kdzott atlagosan 90/4 = 22,5
szezon telik el.
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2. feladat

Egy 8 x 8-as sakktablan egy huszar |épked véletlenszeriien Ggy,

hogy minden egyes |épésben a lehetséges Iépések koziil egyenletesen

valaszt. Jeldlje X, a poziciéjat az n. Iépés utan.

(a) Gondoljuk meg, hogy X, Markov-lanc. Irreducibilis-e a
Markov-lanc? Aperiodikus-e?

(b) Adjuk meg a stacionarius eloszlasat.

(c) Tegyiik fel, hogy most az Al mezén all a huszar. Mekkora a
valészintisége, hogy 99 lépés utan ismét az A1 mezén all? Es
100 lépés utan?
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2. feladat

(a) Megoldas. A huszar lehetséges lépései:

(A tabla szélén kevesebb lehetéség van.)
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2. feladat

(a) Mivel minden lépésben véletlenszeriien valaszt csak az aktualis
mez6tdl fiiggen, ez bizony egy Markov-lanc. 64 allapota van
(a mezéknek megfeleléen).

A Markov-lanc irreducibilis, mivel a huszar eljuthat barhonnan
barhova; ezt példaul onnan lehet latni, hogy a kdvetkez8 3
lépéses kombinacidval el tud jutni egy szomszédos mezére,
aztan ezt ismételve barhova a tablan.

0
3

A Markov-lanc periodikus 2 periédussal, mivel a huszar mindig

7

fehér mez6rél feketére lép és viszont.
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2. feladat

(a) A P atmenet-valdsziniiség matrix 64 x 64-es; Pjj = %, ha d; a
lehetséges cél mez6k szdma az i-edik mezérél. A d; értékek az
egyes mez8kre:

A|O(00|CO(00 |00 (O |~
N[00 |00 |00 |
A|O)(0O|O(00 |00 (O |
ARO[ |00 |0 (O |

NIWIA_INDMNBWIN
WINhNOO|IOO|H~ W

WO OO |NW
NWAMBDDMODN
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2. feladat

(b) Ez egy specialis szerkezetli Markov-lanc: tulajdonképpen egy
64 csicsa iranyitatlan grafon zajlé bolyongas gy, hogy minden
|épésben a szomszédok koziil egyenletesen valasztja ki a
kovetkezd allapotot.

Lemma
Az ilyen tipusi Markov-lancok stacionarius eloszldsa

vse = (X1« .. Xk),
ahol
d;
D di’
Biz. Ellenérizni kell a stacionarius eloszlas definici6jat:

d 1 d;
Vst I_Z)(J ji = Z led,gjz Zl.d,- = Xj.

jj és i szomszédos
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2. feladat

(c) Ennek megfelelGen
P(A1 100 lépés utan|Al kezdetben)

értékét agy szamitjuk ki, hogy el6szor ellendrizziik, lehet-e

ismét Al-en 100 lépés utan (erre a periodikussag miatt van

sziitkség). Lehetséges, mert 100 paros. Ezutan a valasz

kozelitéleg az A1l mez§ staciondrius valdsziniisége szorozva a
4

periédussal (2), ami z3¢.
A

P(A1 99 lépés utan|Al kezdetben)

valésziniiséghez elészor ismét csak ellenérizziik, hogy lehet-e
ismét Al-en 99 |épés utdn. Ez viszont nem lehetséges, mivel
99 paratlan, és Al fehér, tehat paratlan sok lépés utan csak
fekete mezén allhat a huszar. Tehat

P(A1 99 lépés utan|Al kezdetben) = 0.



8. feladat

Jonas gépjarmii-felel@sségbiztositdja 4 kategériaba osztja az
igyfeleket: 1, 2, 3, 4. Ha egy ligyfél egy éven at nem okoz
balesetet, egy kategoériaval feljebb keriil (illetve ha a 4-esben volt,
akkor ott marad). Ha egy ligyfél silyos balesetet okoz, akkor a
kovetkezs évben az 1-es kategériaba keriil. Ha egy ligyfél egy adott
évben kdnny( balesetet okoz, de siillyos balesetet nem, akkor a
kdvetkezé évben egy kategériaval lejjebb keriil (ha az 1-esben volt,
akkor ott marad).

Jonas egy év alatt 1/12 eséllyel okoz silyos balesetet, és 1/4 annak
az esélye, hogy okoz kdnny( balesetet, de sulyosat nem.
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8. feladat

(a) Modellezziik a folyamatot Markov-lanccal. Mik az allapotok?
Adjuk meg az dtmenetmatrixot. Milyen a Markov-lanc
irreducibilitas és periodicitas szempontjabol?

(b) Mekkora a valészintisége, hogy J6nas két év milva a 2-es
kategériaba tartozik, ha most a 4-es kategériaban van?

(c) Mekkora a valésziniisége, hogy 10 év milva a 2-es
kategériaban van?

(d) Hossza tavon az évfordulék mekkora része olyan tipusd, hogy
3-as kategériabdl 4-es kategériaba 1ép?

(e) Az egyes kategériak esetén az éves dij rendre 120000, 72000,
54000, 36000 forint. Mennyi a Jénas altal fizetett éves dij
hossza tavon atlagosan?
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8. feladat

Megoldas.
(a) Az allapotok 1, 2, 3, 4 a kategdridknak megfelelGen.

1/3 2/3 0 0
1/3 0 2/3 0
1/12 1/4 0 2/3
1/12 0 1/4 2/3

P=

A Markov-lanc irreducibilis és aperiodikus.
(b) Ha most a 4-es kategéridban van, akkor vo = (000 1) és

1 12 5 17 111
VI—VOP—<12°43> V2_V1P_(«amem>7
tehat annak a valdsziniisége, hogy 2 év milva a 2-es

kategériaban lesz, £ ~ 0.118.
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8. feladat

(c) 10 év hosszl id6, tehat vig = vip. vst = (X1 X2 X3 X2)
kiszamithaté
Vst = VstP,

X1 +x2+x3+x3=1
alapjan. Az eredmény

(3319

tehat annak a valésziniisége, hogy 10 év mulva a 2-es
kategdridban lesz, %.

—
| =
O N
O
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8. feladat

(d) Hossza tavon annak a valésziniisége, hogy a 3-as kategéridban

van egy adott évben, x3 = Z, és
2 2 4
39 =BG 4@ =2 2= 2

Ennyi a 3 — 4 atmenetek hosszia tava gyakorisaga is az dsszes
évhez képest.

(e) Az ergodtétel alapjan J6nas hosszia tava dija atlagosan
120000 - 6 + 72000 - 6 + 54000 - 5 + 36000 - 5 = 60000

forint évente.
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