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Folytonos ideji Markov-lancok

A (diszkrét ideji) Markov-lanc olyan rendszereket modellez, ahol a
valtozas szabalyos id6koézonként térténik (naponta, havonta stb.)
Sok valés helyzetben a valtozas barmikor bekdvetkezhet.

Folytonos idejii Markov-lancokat szeretnénk definialni, ahol a
valtozas barmikor bekdvetkezhet, de a rendszer egyébként
hasonléan viselkedik a diszkrét idejii Markov-lancokhoz.

A folytonos idejii Markov-lancok tobbféleképpen is bevezethetéek:

(1) Diszkrét idejii Markov-lancbdl indulunk ki, és randomizaljuk a
vérakozasi id6t az atmenetek kozott.

(2) Diszkrét idejii Markov-lancbdl indulunk ki, és a diszkrét
id6egységgel 0-hoz tartunk.

(3) Absztrakt félcsoportos definiciéval.

Mi az (1)-est fogjuk csinalni, de végeredményben mindharom
ekvivalens és ugyanazt a folyamatot definialja.
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Kiindulasi pont: Markov-lancok

A kiindulasi pont egy diszkrét idejii Markov-lanc (DTMC, discrete
time Markov chain). Ahelyett, hogy a kdvetkez§ valtozas 1
id6egység mualva torténne, randomizaljuk a jelenlegi allapotban
eltoltott id6t. Legyen ez az id6 T; mi lehet T eloszlasa?

A kulcs a Markov-tulajdonsag, azaz hogy a jov6 csak a jelenlegi
allapottol fiigg, a malttél nem. Ezt tovabbra is szeretnénk
megdrizni, viszont ebbe most az is beletartozik, hogy mennyi ideje
van a Markov-lanc a jelenlegi allapotban. Ez az Gn. memdriamentes
tulajdonsag, amivel mér talalkoztunk a Poisson-folyamatoknal.

Az egyetlen folytonos memoériamentes eloszlas az exponencialis
eloszlas, tehat T exponencialis eloszlasi kell legyen. A paraméter
figghet az aktualis i allapottél; \;-vel fogjuk jeldlni.
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Folytonos idejii Markov-lanc megadasa

Osszességében egy folytonos idejii Markov-lanc megadhaté a
kovetkez8 adatok segitségével:

allapotok listaja;

P atmenet-valdsziniiség matrix;

v(0) kiindulasi allapotvektor;

A1, -, Ak > 0 szamok listaja, ahol ezek az egyes allapotokban
eltdltstt exponencialis varakozasi id§ paraméterei.

A fenti informacidk alapjan egy folytonos ideji Markov-lancot a
kovetkez6 médon lehet szimulalni.

Ha a Markov-lanc az i allapotban van, generalunk egy
T ~ EXP(\/) valoszintiségi valtozét.

T id6 eltelte utan a kdvetkezd allapotot véletlenszertien valasztjuk
ki a P matrix i-edik sora alapjan, figgetlenil T-tél (és altaldban a
malttol is).

A Markov-lanc atlép az aj allapotba, ezutan a fenti ciklust
ujrakezdjitk egy aj T generalasaval stb.
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Példa. Legyen egy diszkrét idejii Markov-lancunk 3 allapoton
v(0) =(100) kezd6vektorral és

0 1/3 2/3
P=1|1/5 0 4/5
3/4 0 1/4

atmenet-valésziniiség matrixszal, és legyenek

A1 =1, =4, \3 = 2. Ekkor a diszkrét idejii Markov-lanc
1,3,1,2,3,1,3,3,1,... realizaci6ja a megfelel6 folytonos idejii
Markov-lancra a kdvetkez§ lesz:

37 EXP(2) EXP(2) EXP(2) EXP(2)
2 T —e
EXP(4)
! EXP(1) EXP(1) EXP(1) EXP(1)
t

Sztochasztika Horvath lllés Folytonos idejii Markov-lancok



Infinitezimalis generator

Az el6z6 konstrukcidt tekintjilk a folytonos idejii Markov-lanc
(CTMC, continuous time Markov chain) definiciéjanak. Teljesiti a
Markov-tulajdonsagot.

Legyen v(t) az eloszlasvektor t id6pontban, vagyis
vi(t) = P(a Markov-lanc az i allapotban van t-kor).

Ezattal t € [0, 00), nemcsak egész értékeket vehet fel az idé6.

v(t) = v(0)e®,

ahol a Q matrixot (P — 1)-bél kapjuk igy, hogy az i-edik sort
megszorozzuk \j-vel minden i-re, és | az identitdsmatrix.

Q a folyamat infinitezimalis generatora vagy roviden generstora.
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Infinitezimalis generator

Biz. (vazlat) Legyen
pij(t) = P(a MC a j allapotban van t-kor|az i allapotbdl indult),

ezeket Osszegyijtjiik egy P(t) matrixba. P(t) teljesiti a
Chapman—Kolmogorov egyenleteket (vagy félcsoport egyenleteket):

P(t+s) = P(t)P(s) Vs, t >0
a teljes valdsziniiség tétele miatt. Ennek megoldasa

d
—_ @ —
P(t) = e** ahol Q= aP(t)‘tZO.

Vegiil %P(t)‘tzo kiszamitasa pont a tételben definialt Q matrixot
adja.
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Az el6z6 példaban

0 1/3 2/3
P=1|1/5 0 4/5 |,
3/4 0 1/4

és A\ =1, = 4,3 =2, ahonnan

-1 1/3 2/3
P—I=1]1/5 -1 4/5
3/4 0 -—-3/4
és
-1 1/3 2/3
Q=1 4/5 —4 16/5
3/2 0 -=3)2
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Q tulajdonsagai

A kovetkezs tulajdonsagok teljesiilnek a generatorra:
o @ atlés elemei negativak vagy 0-k;
o a féatlén kiviili elemek nemnegativak, és
@ a sorosszegek 0O-k.

A fenti tulajdonsagok elegendéek is, tehat barmely @ matrix, ami
teljesiti a fenti tulajdonsagokat, alkalmas generatornak.

Egy A matrixra e? kiszamithaté vagy hatvanysor alakban:

[e.e]

An
e’ = E —,
n!

n=0

vagy Jordan-normalalakbdl.

Lesznek majd egyszeriien kiszamithats kozelitések is e@t-re.
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A folytonos idejii Markov-lanc konstrukciéjaban el6szor az egy
dllapotban eltdltott véletlen id6t generaljuk le, majd ha az eltelt,

akkor valasztjuk ki a kdvetkezd allapotot véletlenszerien.

Erre ,6ra és kocka” interpretacidként hivatkozunk, mert
gondolhatunk ra agy, hogy el6szér felhizunk egy vekkert, ami
véletlen EXP();) id6 utan csordg, majd amikor csordg, guritunk egy

doboékockaval a kdvetkezé allapot kisorsolasahoz.

Megnéziink egy masik, de ezzel ekvivalens értelmezést.
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Verseng6 6rak

Lemma
Legyenek Xi, ..., Xy fiiggetlenek, X; ~ EXP(u;) és

Y = min(Xl, 000 ,Xk).
Ekkor Y ~ EXP(u1 + -+ k) és

P(Y =X;)=—H
pa ek

Nem biz. (De k = 2-re egyszerii szamolas és onnan teljes
indukciéval adédik altalanos k-ra.)
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Verseng6 6rak

A korabbi példara:

-1 1/3 2/3
Q=|4/5 -4 16/5 |,
3/2 0 —3/2

és legyen mondjuk a Markov-lanc épp a 2-es allapotban.

A 2-es allapotbél a Markov-lanc atléphet az 1-es vagy 3-as
allapotba. Ezittal 2 vekkert hazunk fel, egyet-egyet a lehetséges
atmenetekhez: Tp_,; ~ EXP(4/5) és T3 ~ EXP(16/5), és
legyenek fiiggetlenek.

Az 6rak versenyeznek: amelyik elGszor csordg, az az dtmenet
torténik meg (és a masik nem).
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Verseng6 6rak

Mit mond err6l a konstrukci6rél a lemma?
A kovetkez8 dtmenet ideje
T = min(Ta51, To3).
A lemma szerint T ~ EXP(16/5 + 4/5), aminek a paramétere

éppen Ay = 4.
Tovabba
4/5
P(T =T, =—————=1/5
( 1) = 375 v 165~ /5
16/5
P(T =T, =—————=4/5
( 23) = 35 1165~ Y/
ami dsszhangban van P masodik soraval:
0 1/3 2/3
P=1]1/5 0 4/5
3/4 0 1/4
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Verseng6 6rak

A fenti ,versengé orak” interpretacié ekvivalens az éra és kocka
interpretaciéval. Ez altalaban minden folytonos idejii Markov-lancra
is igaz, azaz barmelyik értelmezés hasznalhaté.

Példa: nézziik egy boltban a vasarl6k szdméat a sorban. Ha éppen
2-en allnak sorba, akkor a kdvetkez6 atmenet utan vagy 1, vagy 3
vasarlé lesz a sorban, attdl fliggden, hogy

@ a sor elején allé vasarlét szolgéljak ki hamarabb, vagy
@ egy (j vasarlé all be a sor végére hamarabb.

A sorhossz +1-gyel vagy —1-gyel valtozik, attdl fliggden, melyik
kovetkezik be elébb, igy itt természetes médon megjelenik a
kétfajta valtozas, amik tgymond egymassal versenyeznek.

Ez az interpretacié sok valds helyzetben természetes: a rendszer
valtozasai sokféle versengé hatas eredménye.
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Atmenet ratak

Vegyiik megint a

-1 1/3 2/3
Q=1|4/5 —4 16/5
3/2 0 —3/2

példat. A fgatlén kiviili elemek az dtmenet ratsk. (Emiatt Q-t
hivjak ratamatrixnak is.)

Ezek hasonléak a Poisson-folyamat ratajahoz: ha példaul a
Markov-lanc a 2-es allapotban van, akkor a kdvetkez§ 2 — 1
atmenetig sziikséges id6 eloszlasa EXP(4/5), pont mint egy
Poisson-folyamatnal, és a kdvetkez§ 2 — 3 atmenetig sziikséges id6
eloszlasa EXP(16/5).

A fgatlobeli negativ elemek a kimené ratak az egyes allapotokbdl
(— elgjellel).

Egy atmenet utan a Markov-lanc egy 0] allapotban van, az q;
allapotnak megfelels lehetséges célallapotokkal és atmenet ratakkal.
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Poisson-folyamat mint Markov-lanc

Egy PPP()\) Poisson-folyamat is tekintheté folytonos idejii
Markov-lancnak. Az N(t) szamlalé folyamat lehetséges értékei
0,1,2,...

Az 0 — 1, 1 — 2 stb. atmenetek kdzott eltelt id6 eloszlasa mindig
EXP(A), tehat N(t) egy Markov-lanc a 0,1,2,... allapottéren, a

generatora
- A 0 0
0 -2 A 0
Q=10 0 -A A

(Q egy “végtelen matrix”’, de emiatt most ne aggddjunk.)
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Egy kis pénzvalté irodaba atlagosan 5 percenként jon egy ligyfél.
Egy lgyfél atlagos kiszolgalasi ideje 2 perc. Az éppen kiszolgalas
alatt allo ligyfélen kiviil legfeljebb 1 masik iigyfél tartézkodhat az
irodaban; ha egy iigyfél olyankor érkezik, amikor az iroda tele van,
akkor tovabbmegy és nem tér vissza (pl. atmegy egy masik
pénzvaltéhoz).

Modellezziik a fenti helyzetet folytonos idejii Markov-lanccal! Az
allapotok 0, 1, 2 aszerint, hogy hany iigyfél van bent.

Ahhoz, hogy a folyamat (folytonos ideji) Markov-lanc legyen, arra
van sziikségiink, hogy az egyes allapotokban eltdltétt idSk
exponencialis eloszlastiak és fiiggetlenek legyenek.

Az érkezési folyamatra nézve ez pont azt jelenti, hogy az iigyfelek
Poisson-folyamat szerint érkeznek 0.2 iigyfél per perc rataval.
Jogos-e ezt feltenni?

Jogos, hiszen az érkezés sok, fiiggetlen forrasbél torténik, és
mindnek a kontribicidja kicsi.
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A kiszolgalasrdl annyit tudunk, hogy az atlagos kiszolgalasi idg 2
perc. Tegyiik fel, hogy a kiszolgalasi idé exponencialis eloszlasi!
Ekkor, hogy a varhaté érték valéban 2 perc legyen, az exponenciilis
eloszlas paramétere 0.5 kell legyen.

Es ez a feltevés jogos-e? Nem tudjuk. Azonban a
Markov-tulajdonsag csak exponencialis varakozasi idé esetén
teljesiil, tehat ha nincs tobb informacié megadva, akkor akar fel is
tehetjiik.

Ha a kiszolgalasi id6 nem exponencialis eloszlasi, akkor a
Markov-tulajdonsag nem teljesiil, a folyamat nem folytonos idejii
Markov-lanc, és az elemzéséhez mas, bonyolultabb eszkdzok
kellenek.

Sztochasztika Horvath lllés Folytonos idejii Markov-lancok



Tehat a tovabbiakban feltessziik, hogy az érkezés
Poisson-pontfolyamat szerint térténik, és a kiszolgalasi id6
exponencialis eloszlast, és akkor a folyamat tényleg Markov-lanc.
Irjuk fel a Q matrixot!

Az érkezéseknek megfelel6 atmenetek 0 — 1 és 1 — 2, ezek rataja
0.2.

A kiszolgalasnak megfelel6 atmenetek 1 — 0 és 2 — 1, ezek rataja
0.5.

0 — 2 és 2 — 0 atmenetek nem lehetségesek, folytonos idében nem
érkezik 2 ligyfél pontosan egyszerre.

Az atlds elemeket irjuk be utoljara Ggy, hogy a sordsszegek 0-k
legyenek. Osszességében a generator

—-0.2 0.2 0
Q= 05 07 0.2
0 05 —05
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Szerkezet és stacionarius eloszlas

Az irreducibilitast folytonos idejii Markov-lancokra ugyanigy
definialjuk, mint diszkrét idejii Markov-lancokra.

Az egyszerliség kedvéért ebben a kurzusban csak irreducibilis
folytonos idejii Markov-lancokkal foglalkozunk.

Periodicitas folytonos ideji Markov-lancokra nincs; ha gy tetszik,
minden folytonos idejii Markov-lanc automatikusan aperiodikus.

A stacionarius eloszlas definicidja picit eltér a diszkrét idejii esettdl:
Vst = (x1 ... Xxk) stacionarius, ha

X1+"'+Xk:17
VstQZOa

ahol 0 a konstans 0 vektort jeldli.

v(0) = vyt => v(t) = vy Vt > 0.
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Hossz( tava viselkedés

Tétel. (F6 tétel)

(a) Barmely (véges éllapotterii) folytonos idejii Markov-ldncra
létezik legalabb egy v.

(b) Ha a Markov-lanc irreducibilis, akkor vy egyértelmii, az elemei
szigorian pozitivak, és

Jim (0 =

tetszbleges v(0) kezdeti vektor esetén.

(c) Ha a Markov-lanc irreducibilis, akkor hosszii tavon az id6 x;
részét tolti az i allapotban, ahol vgy = (x1 ... xk).
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lim;—00 v(t) = vg konvergenciasebessége gyors, hasonléan a
diszkrét idej(i esethez. A korabbi példara

-1 1/3 2/3
Q=|4/5 -4 16/5
3/2 0 —3/2

ésvo= (1 0 0),esetén v(t) (a 3 szines fiiggvény) és vy
(sziirke vizszintes vonalak) alakulasa:

1.0

0.8

0.6F

04f v3(t)

va(t)

0.0
0 1 2 3 4 5
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Kozelitések e@t-re

A 6 tétel alapjan a hossza tavi kozelités e@t-re

Vst
e¥ : ha t nagy.
Vst
A rovid tavi kozelités
e~ |+ tQ ha t kicsi.

(Ez tulajdonképpen az e* fiiggvény elsérendii kozelitése.)
A rovid tavia kozelitésnek van egy érdekes értelmezése: ha t kicsi,
akkor t id6 alatt lehet

@ 0 atmenet 1-hez kozeli valésziniiséggel;

@ 1 atmenet t-vel aranyos valésziniiséggel, és

@ 2 vagy tobb atmenet valdszinlisége ezekhez képest
elhanyagolhaté.
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Hossz( tava viselkedés

Tétel. (Ergodtétel)

Ha egy irreducibilis Markov-lanc konkrét realizicicjat
X(t), t>0

Jeloli, akkor tetszéleges f, allapotokon értelmezett fiiggvényre

Jy f(X(t))dt
Jim S =Ealf),
ahol
Est(f) = X1 f(].) + -4 ka(k),
ahol

Vst:(Xl ...Xk).
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Bedgyazott Markov-lanc

Egy folytonos idejii Markov-lanc beadgyazott Markov-lanca a
meglatogatott allapotok sorozata, ami egy diszkrét idejii
Markov-lanc.

A korabbi példara a

realizacionak megfelel§ beagyazott Markov-lanc realizacié

1,3,1,2,3,1,3,1,...
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Bedgyazott Markov-lanc

Szamitsuk ki a beagyazott Markov-lanc P atmenet-valésziniiség
matrixat. A példaban

-1 1/3 2/3
Q=|4/5 -4 16/5
3/2 0 —3/2

Az 1-es allapotbdl a lehetséges atmenetek 1 —+ 2 és 1 — 3, és

1/3
P(a kovetkezs allapot 2|a jelenlegi allapot 1) = 1/3_{_2/3 =1/3,
P(a kovetkezs allapot 3|a jelenlegi allapot 1) 2/3 2/3
Vi Z = = .
P jeiehiest afiab 1/3+2/3

Ez alapjan P’ elsé sora
[0 1/3 2/3].
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Bedgyazott Markov-lanc

P’ masodik sorahoz

4
P(a kovetkezd allapot 1|a jelenlegi allapot 2) = 4/5—1@[6/5 =1/5,
P(a kovetkezd allapot 3|a jelenlegi allapot 2) = _16/5 4/5
P JeIenieBt ARAbOt 2) = s 15 -

(A 4/5+ 16/5 nevezs egyébként pont megegyezik |go2| = 4-gyel,
mivel @ minden soranak Gsszege 0.)

A fenti szamitasok dsszefoglalva: P’-t Ggy kapjuk, hogy elészér Q
i-edik sorat leosztjuk |g;i|-vel minden i-re, majd hozzaadjuk az /
identitdsmatrixot. A végeredmény

0 1/3 2/3
P=|1/5 0 4/5
1 0 0
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Bedgyazott Markov-lanc

A fenti szamitas |ényegében a korabbi P — P — | — @ atalakitas
megforditasa. Vajon tényleg vissza is kapjuk az eredeti P matrixot?

0 1/3 2/3 0 1/3 2/3
P=|1/5 0 4/5 P=|1/5 0 4/5
1 0 0 3/4 0 1/4

Nem pont ugyanaz a matrix! Az els6 két sor ugyanaz, de a
harmadik eltérd.

Ennek oka, hogy az eredeti Markov-lanchan a 3 — 3 atmenetnek
pozitiv a valésziniisége. A beagyazott Markov-lancra viszont a
kovetkezg allapot mindig az, ami ténylegesen eltér az aktualis
allapottol. Emiatt ami eredetileg egy allapotban eltdltdtt tobb
lépés, az a bedgyazott Markov-lancban egyetlen lépésként jelenik
meg.
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Bedgyazott Markov-lanc

Tehat ha az eredeti P atmenet-valésziniiség matrixa Markov-lanc
realizacidja
1,3,1,2,3,1,3,3,1,...,

és a @ generator( folytonos idejii Markov-lanc realizaciéja

7 EXP(2) EXP(2) EXP(2) EXP(2)
2 T+ *—e

EXP(4)
! EXP(1) EXP(1) EXP(1) EXP(1)

akkor a P’-hoz tartozé bedgyazott Markov-lanc realizacidja

1,3,1,2)3,1,3,1,...
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Stacionarius és beagyazott stacionarius eloszlas

Legyen vgt = (x1 x2 ... xk) a Q generatord CTMC stacionarius
eloszlasa, és legyen usy = (y1y2 ... yk) a P’ atmenet-valdsziniiség
matrix(i bedgyazott Markov-lanc stacionéarius eloszlasa. Jeldljik
tovabba A\; = |gji|-vel a kimend ratakat. Ekkor
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Stacionarius és beagyazott stacionarius eloszlas

Biz. y; az i allapotban eltdltdtt intervallumok szamanak aranya az

osszes intervallumon beliil. Viszont az intervallumok nem egyforma
hossztak.

x; az i allapotban eltdltdtt idd ardnya a teljes id6hdz képest. Az
intervallum darabszdmanak aranyahoz képest ezt még silyozni kell

az intervallumok hosszaval is. Az i allapotban eltdltott id6 atlagos
hossza 1/;, ahonnan

o = Vil
Zj YilAj
(A nevezd csak normalizalas.) A lemma masik képlete ekvivalens.
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1. feladat

Egy gép Exp(0,1) ideig miikodik (6raban mérve), majd elromlik.
Ha elromlott, azonnal elkezdik javitani; a javitas Exp(0,9) ideig
tart (6raban), és fiiggetlen a miikodési idGszak hosszatél.

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov-lanccal! Mik
az allapotok? Irjuk fel az infinitezimalis generatort.

(b) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Hossz( id6 alatt a teljes
id6 mekkora része telik javitassal?

(c) Amig a gép mikddik, éranként 14000 forint bevételt termel. A

szerel6 6radija 7000 forint. Mekkora atlagos ,netté” bevételt
termel éranként a gép hossza tavon?

(d) Adjuk meg a beagyazott diszkrét ideji Markov-lanc
atmenet-valdsziniiség matrixat.
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1. feladat

Megoldas.

(a) Az allapotok: 1 - m(ikddik, 2 - javitas alatt all. A lehetséges
atmenetek 1 — 2 és 2 — 1, &s mivel a varakozasi id6 mindig
exponencialis eloszlast a malttdl fiiggetleniil, ezért a
Markov-tulajdonsag teljesiil, és ez egy Markov-lanc.

Irreducibilis.
—0.1 0.1
Q= { 09 —-0.9 } )

(b) Legyen vg = (x1 x2), ekkor
—0.1x + 0.9% = 0,
0.1x; — 0.9x = 0,
x1+x =1,

aminek a megoldasa

9 1
vst = (x1 x2) = (10 10> .

Sztochasztika Horvath lllés Folytonos idejii Markov-lancok



1. feladat

(b) Hossza tavon az id6 x; = 11—0 részében van javitas alatt a gép.
(c) Az ergodtétel alapjan a hossza tava atlagos netté profit

9 1
— - 14000 + — - (—7000) = 12900
10 * 10 ( )

forint per éra.

(d) A beadgyazott Markov-lanc atmenet-val6szinliség matrixa (nem

tal izgalmas):
01
SR
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Tivadar szabadisz6 programozé. Kétféle munkat vallal, melyek
hossza véletlenszertien valtozik. Az A tipusi munka atlagosan 1
hénapig tart, a B tipusii munka atlagosan 2 hénapig tart. Amikor
Tivadar egy munkaja véget ér, akkor atlagosan 2/3 hénap telik el,
mig érkezik megrendelés A tipusi munkara, illetve atlagosan 1
hénap telik el, amig érkezik megrendelés B tipusira. Azt véllalja el,
amelyik elébb jon.
(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejii Markov-lanccal! Mik
az allapotok? Irjuk fel a generatort.

(b) Tivadarnak most éppen nincs munkaja. Mennyi a
valészinlisége, hogy a kdvetkezé 2 napban kap A tipusi
munkéara ajanlatot? Mennyi a valdsziniisége, hogy 2 nap mulva
A tipusi munkan fog dolgozni? Mennyi a valésziniisége, hogy
a kovetkezd 2 napban kap barmilyen tipusi munkara ajanlatot?

(c) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Hossza tavon az idg
mekkora részét tolti Tivadar A tipust munkaval?
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(d)

Tivadar napidija (ezer forintban) A tipusi munka esetén 20, B
tipust munka esetén 50. Szamitsuk ki, atlagosan mennyi a
napi keresete hosszi tavon.

Irjuk fel a beagyazott Markov-lanc dtmenet-matrixat.

Hosszi tavon az elvallalt munkak hanyadrésze A tipusa?
Tegyiik fel, hogy a B tipust munka két egymast kdvets részbdl
all, melyek hossza fliggetlen és kiilon-kiilon exponencialis
eloszlasa 1 varhaté értékkel (tovabba az A tipusi munka
hossza exponencialis eloszlasu és a tétlen id6szak hossza is
exponencialis eloszlast). Irjuk fel az ennek megfelels
Markov-lancot, és szamitsuk ki a stacionarius eloszlast ebben
az esetben is. Vessiik Gssze az eredeti ML stacionarius
eloszlasaval. Prébaljuk széban megfogalmazni a két folyamat
kozti kiilonbséget.

Tivadar Ggy dont, hogy A tipusi munkat nem vallal tobbé.
Szamitsuk ki, atlagosan mennyi lesz igy a napi keresete hosszl
tavon.
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Megoldas.
(a) Modellezziik a folyamatot folytonos ideji Markov-lanccal! Mik
az allapotok? Irjuk fel a generatort.

Megoldas. Az allapotok 0, A, B (0 az, hogy éppen nincs
munkaja). A lehetséges atmenetek

0—A0— B,A—0,B— 0. Feltéve, hogy a munkak kdzott
eltel§ varakozasi id6 is exponencialis eloszlasi és a munkak
hossza is exponencialis eloszlasi, ez egy folytonos idejii
Markov-lanc.

Az A tipust ajanlatok 3/2 rataval érkeznek, a B tipusi
ajanlatok rataja 1.
A generator
—5/2 3/2 1
1 -1 0
1/2 0 -1/2

Q
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(b) Tivadarnak most éppen nincs munkaja. Mennyi a
valdszinlisége, hogy a kdvetkezé 2 napban kap A tipust
munkara ajanlatot? Mennyi a valdsziniisége, hogy 2 nap milva
A tipusi munkan fog dolgozni? Mennyi a valésziniisége, hogy
a kovetkezs 2 napban kap barmilyen tipusi munkara ajanlatot?

Megoldas. Jeldlje T az elsd A tipush ajanlatig sziikséges idét.
Ekkor T4 ~ EXP(3/2), és

P(Ta < 2/30) =1 — e 2/303/2 ~ 0.005.

Jeldlje T az elsé barmilyen tipust ajanlatig szitkséges idét.
Ekkor T ~ EXP(5/2), és

P(T <2/30) =1 — e 2/305/2 ~ 0.154,
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(b) Ha arra vagyunk kivancsiak, hogy 2 nap mulva mekkora
valésziniiséggel dolgozik Tivadar éppen A tipusi munkan,
akkor a rovid tava kozelitést hasznalhatjuk; v(0) = (1 0 0), és

v(2/30) = v(0)e®15 ~ v(0)(I + Q/15) =
5/6 1/10 1/15
(100)-| 1/15 14/15 0 =(5/6 1/10 1/15),
1/30 0 29/30

tehat a kérdéses val6sziniiség kozelitéleg 1/10. (Egyébként a
valészin(iség valéjaban ~ 0.0892).
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(c) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Hosszi tavon az id6
mekkora részét tolti Tivadar A tipust munkaval?

Megoldas. Legyen vy = (x1 x2 x3). Ekkor
—5/2X1 + X2 + 1/2X3 =0
3/2x1 —x2 =0
x1 —1/2x3 =0,

x1+x+x3 =1.

A megoldasa

234
Vst = (X1 X2 x3) = 95939,

Hossz( tavon az idé xo = % részét tolti Tivadar A tipusi
munkaval.
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(d)

Tivadar napidija (ezer forintban) A tipusi munka esetén 20, B
tipust munka esetén 50. Szamitsuk ki, atlagosan mennyi a
napi keresete hosszi tavon.

Az ergodtétel alapjan az atlagos napi keresete hosszi tavon
2 3 4
0-x1420000-x2+50000-x3 = 0-5—1—2000054—50000-§ ~ 28900

forint per nap.
[rjuk fel a beagyazott Markov-lanc dtmenet-matrixat.
A beagyazott Markov-lanc atmenet-valészinliség matrixahoz

elészor leosztjuk Q i-edik sorat |gji|-vel minden i-re, majd
hozzaadunk /-t;

—5/2 3/2 1 ~1 3/5 2/5 0 3/5 2/5
1 -1 0 |=|1 -1 0]=|1 0 o0
12 0 -1/2 1 0 -1 1 0 0
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(f)

Hosszi tavon az elvallalt munkak hanyadrésze A tipusa?

Megoldas. Legyen ust = (y1 y2 y3) a bedgyazott Markov-lanc
stacionarius eloszlasa. Ekkor

ust - P = ust, nty+ys=1
alapjan
2

“Yi=ys, »+y+ys=1,

3
Yi=y2+ys oy1=Yyo, 5

5
aminek a megoldasa

1 3 2
UstZ(Yl)/z)/a): EEE .

y2 és y3 jellemzi az A és B tipust munkakat, tehat az dsszes
elvallalt munkan beliil az A tipusi munkak darabszamanak

aranya
3/10 3

3/10+2/10 5
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(g) Tegyiik fel, hogy a B tipusd munka két egymast kdvetd részbdl
all, melyek hossza fiiggetlen és kiilon-kiilon exponencialis
eloszlasa 1 varhaté értékkel (tovabba az A tipusi munka
hossza exponencialis eloszlasu és a tétlen id6szak hossza is
exponencialis eloszlast). Irjuk fel az ennek megfelels
Markov-lancot, és szamitsuk ki a stacionarius eloszlast ebben
az esetben is. Vessiik Gssze az eredeti ML stacionarius
eloszlasaval. Probaljuk széban megfogalmazni a két folyamat
kozti kiildnbséget.
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(g) Megoldas. Ezattal az allapotok 0, A, B1, B2, és
-5/2 3/2 1 0
1 -1 0 0
@= 0 0 -1 1
1 0 0 -1
mivel egy B tipust munka mindkét felének a varhaté értéke 1
hénap, igy az idejik EXP(1) eloszlasa.

A stacionarius eloszlas

mig az eredeti stacionarius eloszlas
234
se= (== = |.
79909

Ugyanaz-e a két folyamat?
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(g) Bar a két folyamat stacionarius eloszlasa (és igy a hosszd tavi
viselkedésiik) konzisztens, a két folyamat kiilonb6z6.

A B munkaval eltoltott id6 eloszlasa eltérs a két esetben. Az
eredeti folyamatra ez EXP(1/2), de a masodik folyamatra
Gamma(2,1) (mas néven Erlang(2,1)), aminek a varhaté
értéke ugyanannyi (emiatt konzisztens a stacionérius eloszlas),
de a szérasa kisebb.

Lényegében azzal, hogy egy allapotot kicseréltiink egy 2
allapott mini Markov-lancra, az ott toltdtt id6 eloszlasat
mddositottuk exponencialis eloszlas helyett valami mas
eloszlasra.

Kitekintés. Altalaban tetszéleges eloszlas kozelithets egy
megfelel§ (sziikség esetén bonyolultabb) mini Markov-lanc
segitségével. Errdl szélnak a fazis-tipusia eloszlasok (phase-type
distribution). Ehhez is ajanlom Telek Miklés targyat.
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(h) Tivadar agy dont, hogy A tipust munkat nem vallal tobbé.
Szamitsuk ki, atlagosan mennyi lesz igy a napi keresete hosszli
tavon.

Megoldas. Most csak 2 allapot van, 0 és B,

-1 1
vt = (0.5 0.5),

és az ergodtétel alapjan az atlagos napi keresete hosszl tavon

0.5 - 50000 + 0.5 - 0 = 25000 (forint per nap).
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9. feladat

Egy sotét folyosot egyetlen lampa vilagit meg, melyet a folyoséra
belépéskor lehet felkapcsolni. Amikor valaki belép a folyoséra és a
lampa nem ég, felkapcsolja. A lampa magatél kapcsol ki pontosan
1 perc utdn; amig vilagit, addig a kapcsolé Gjbdli megnyomasa nem
csinal semmit. Az emberek Poisson folyamat szerint érkeznek a
folyoséra, atlagosan 4 percenként. Jeldlje X; a lampa allapotat
t-kor.

(a) Mik a lehetséges allapotok? Teljesiil-e X;-re a
Markov-tulajdonsag?

(b) Az id6 mekkora részében vilagit a lampa?

(c) Egy éppen érkez6 ember mekkora eséllyel talalja a lampat
felkapcsolva?

(d) Tegyiik fel, hogy egy embernek 20 masodpercig tart atkelni a
folyoson. Feltéve, hogy felkapcsolva talalta a lampat, amikor
belépett, mekkora az esélye, hogy végigér a folyosén égé lampa
mellett?
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9. feladat

Megoldas.
(a) Az allapotok: 1 - ég a lampa, 0 - nem ég.

Viszont a lampa allapota nem egy folytonos idejii Markov-lanc,
mivel az 1-es allapotban a varakozasi idé nem exponencialis
eloszlasta. Masképp mondva, a folyamat jovéje szempontjabél
nem elég azt tudni, hogy most ég a lampa, az is szamit, hogy
mennyi ideje ég, igy a Markov-tulajdonsag nem teljesiil.

(b) Ez ugyan nem egy Markov-folyamat, de szerencsére aranylag
egyszerli szerkezetdi.

1 1 1 1
on L atn) e e e

off

N——— N
EXP(1/4) EXP(1/4)
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9. feladat

(b)

()

Az 1 és 0 allapotok valtakoznak; mindegyik 1-es allapot 1
percig tart, a 0 allapotok atlagos hossza pedig 4 perc, igy a
lampa az id§ 11ﬁ = 0.2 részében ég.

Az érkezések fliggetlenek a lampa allapotatél, és a lampa az
id6 0.2 részében ég, tehat annak a valészinlisége, hogy egy
érkez ember felkapcsolva talalja a l[ampat, szintén 0.2.

A lampa 1 percig ég. Ha valaki az elsé 40 masodpercben
érkezik, akkor még végigér a folyosén, egyébként a lampa
kialszik, miel6tt végigérne.

2

Ennek megfeleléen a kérdéses valdsziniiség % =3.
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