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Motivacio

“Egy alacsony forgalmi aton percenként atlagosan 1,8 auté halad
el.”

Hogyan lehet a fenti informaciét megkapni?
Altalaban megfigyeléseken alapulé becslés révén.

Példa. 5 diszjunkt 1 perces intervallumban megszamoljuk az
autokat, és az 1, 4, 0, 3, 1 mintat kapjuk. Prébaljunk ez alapjan
egy naiv becslést adni az autdk érkezési ratajara.
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Minta, hattéreloszlas

Az altalanos keret a kovetkezs. Egy minta az X1, Xz, ..., X, fae
valésziniiségi valtozok egy ismeretlen hattéreloszlasbél. n a minta
mérete.

Szokas jel6lni a mintat Xi, Xo, ..., Xp-nel, ha azt akarjuk
hangsilyozni, hogy véletlenszerii, és szokas jeldlni x1, x>, ..., x,-nel
is, ha a konkrét realizaciéra vagyunk kivancsiak.

Altalaban a hattéreloszlas valamilyen paraméteres eloszlas-csaladbdl
szarmazik, amit Py(.)-val jeldlink (vagy fy(.) striiségfiiggvénnyel a
folytonos esetben).

0 a paraméter, ami adott tartomanybél vehet fel értékeket (a
legtipikusabb tartomanyok R, R™ és Z*). 0 értékét altaldban nem
ismerjiik pontosan. Tobbparaméteres eloszlas-csalad is lehetséges.

Az el6z6, autés példaban a hattéreloszlas POI(A), ahol A > 0
ismeretlen.
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Egy statisztika a minta egy T = T(xi,...,x,) figgvénye.
Nevezetes statisztikak:

@ mintaatlag:
X1+ -+ Xp

n

X =

e median: a mintat ndvekvd sorba rendezve a kdzéps6 elem
(péaros sok elem esetén a két kozépss elem atlaga). Az elemek
fele nagyobb vagy egyenld, fele kisebb vagy egyenld a
mediannal.

Az atlag és a median is a minta tipikus viselkedését akarjak
jellemezni egyetlen szammal (de az értékiik altalaban eltérs).
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minta minimuma és maximuma:
Xmin = min(x1, ..., Xn), Xmax = Max (X1, ..., Xp).
minta terjedelme:
Xmax — Xmin-
minta variancidja (vagy empirikus variancia):

n

1 -
st = - ;(x,- — %)2.

minta szérasa (vagy empirikus széras):

Sn = 4/ S2.

A minta terjedelme és az empirikus szdras is azt jellemzik, hogy a
minta mennyire szérédik.
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Becslésnek tulajdonsagai

Pontbecslésnek vagy becslésnek egy olyan T statisztikat neveziink,
amit arra hasznalunk, hogy az ismeretlen 6 paramétert becsiiljitk
meg (esetleg annak egy () fiiggvényét).

Becslések tulajdonsagai:
e egy T statisztika torzitatlan becslés 6-ra (vagy f(6)-ra), ha
Eg(T(X1,..., X)) =0 (vagy f(0)).
Példa. Ha a hattéreloszlas POI()), akkor az X mintaatlag
torzitatlan becslés A-ra:

- <X1+~-+Xn> At A

Ex(X) = Ex - = =\
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Statisztikak tulajdonsagai

Lemma

Tetsz6leges Py(.) hattéreloszlasra X torzitatlan becslés az
f(0) = Eo(X1)

fiiggvényre, és

torzitatlan becslés a

fiiggvényre.

Nem biz.

si2 a korrigalt empirikus variancia. Bessel-korrekcié néven is ismert.
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Statisztikak tulajdonsagai

Sokféle torzitatlan becslés lehetséges; példaul X; is torzitatlan
becslés f(0) = Ey(X1)-re. Persze intuitivan X jobb becslés kell,
hogy legyen; ezt formalizaljuk kovetkezének.

@ Ha Ty és T> mindkettd torzitatlan becslés O-ra, akkor Ti-et
hatasosabbnak nevezzik T5-nél, ha @ minden értékére

D5(T1) < D3(To).

o Egy torzitatlan becslés hatasos, ha nincs nala hatasosabb
torzitatlan becslés.

Példa. Ha a hattéreloszlas POI(\), akkor

D)\()_() = \\/[5, D)\(Xl) = \/Xv

tehat X hatasosabb becslés A-ra, mint Xj.
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Statisztikak tulajdonsagai

o Legyen T, egy statisztika n mintaméretre. A (Tp)p=12,...
statisztika-sorozat konzisztens becslés O-ra, ha

lim P(|T,~0>e)=0 V>0,
illetve konzisztens becslés f(6)-ra, ha

lim P(|T,—f(0)] >¢)=0 Ve > 0.

n—oo

A NSzT garantalja, hogy X konzisztens becslés f(0) = Eqg(Xy)-ra.

Példaul a POI()\) hattéreloszlas esetén X konzisztens becslés \-ra.
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Paraméter becslés | - momentum-becslés

Egy altalanos médszer hattéreloszlas paraméterének becslésére a
momentum-becslés.
Az alapétlet az, hogy -t Ggy becsiiljiik, hogy

Eo(X1) = X
teljesiiljon. Formalisan: ha a
g(0) = Eq(X1)
fliggvény invertalhat6, akkor & momentum-becslése
0 =g 1(X).

Ha a g fiiggvény nem invertalhaté6, akkor nem tudunk
momentum-becslést adni.
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Paraméter becslés | - momentum-becslés

Példa. A korabbi autés példaban a minta 5 diszjunkt 1 perces
intervallumra 1, 4, 0, 3, 1.

A hattéreloszlas X1 ~ POI()), és
g(\) =Ex(X1) = A,
igy g az identitasfiiggvény, és a momentum-becslés
f=g'(X) = X;
a konkrét realizaciéra a momentum-becslés

5 1+4+0+3+1

=X = 1.8.
5
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Momentum-becslés 2 paraméter esetén

Ha a hattéreloszlasnak 2 paramétere van: Py, g,(.), akkor vegyiik a
kovetkezs R? — R? fiiggvényt:

g(01, 92) = (E91,92(X1)ﬂ Dglﬁz (Xl))

Ha g invertalhaté mint R? — R? fiiggvény, akkor a
momentum-becslés

(é\17é\2) = g_l()?a 5121)

ahol X a mintaatlag és s2 az empirikus variancia.

n

Még tdbb paraméter esetén annyi magasabb momentumot
(E(X3),E(X*) stb.) tekintiink, ahany paraméter van.
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Likelihood fiiggvény

Egy x1,...,x, minta likelihood filiggvénye

ha a hattéreloszlas diszkrét, és
Le(0) = [ fo(Xi = x)
i=1

ha a hattéreloszlas folytonos fy(.) siirliségfiiggvénnyel.

A likelihood fiiggvény megegyezik a minta valésziniiségével (vagy
folytonos esetben siiriségével), viszont a 6 paraméter fliggvényében
tekintjik.
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Maximum likelihood (ML) becslés

A maximum likelihood (ML) becslés a kdvetkezs: adott mintara

legyen
0 = argmaxy{L«(0)},

azaz azt a 6 paramétert valasztjuk, amelyre L,(6) értéke maximalis
az adott mintara.

A ML becslés eltér a Bayes-tételtsl! Most 6 értéke nem
véletlenszer(i (csak ismeretlen).
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Maximum likelihood (ML) becslés

A ML becsléshez az L, (0) fiiggvény maximumat kell
meghataroznunk. Ha 6 folytonos tartomanybdl vehet fel értékeket,
akkor ez megkaphat6 a

— L (9) =0,

L)
egyenlet megoldasaval, majd a megoldasok kdziil a maximumhely
kivalasztasaval.

Van egy gyakorlati triikk, ami a fenti szamitast altalaban
egyszeriisiti. Egy xi1,...,x, minta log-likelihood filiggvénye

10) = to00) = { S CEEE )
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Maximum likelihood (ML) becslés

Mivel a logaritmus fiiggvény ndvé, ezért £, (0)-nak ugyanott van a
maximumhelye, mint L,(6)-nak, és

altalaban kdnnyebben megoldhatd.

Van egy olyan elénye is ¢,(6) hasznalatanak, hogy azon
minimumhelyek, ahol Ly () = 0, & L,(0) = 0-nak megoldésai, de
&0,(0) = 0-nak nem.
Okdlszabaly: ha a

d

—0x(0) =0

dé <(0)
egyenletnek egy megoldasa van, és az nem a paramétertartomany
szélén van, akkor az a megoldas a maximumbhely és igy a ML
becslés 6-ra.
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Maximum likelihood (ML) becslés

Ha 6 csak egész értékeket vehet fel, akkor

d
— 0 (0) =
X0 =0
helyett az
L(6)
egyenletet oldjuk meg.
Az Btlet az, hogy egy bizonyos 6 értékig LXL(Xe(Jg)l) > 1 teljesiil, és

ahol az egyenl6tlenség megfordul LXL(XQ(Z)U < 1-re, ott van a

maximumbhely.
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Maximum likelihood (ML) becslés

A ML becslés akkor is miikodik, ha a hattéreloszlasnak 2 (vagy
tobb) paramétere van, csak akkor tébbvaltozds fiiggvény
maximumat keressiik; folytonos paraméter esetén a szokasos eljaras:

O,
—=(01,60,) =0
891( 1, 2) )
O,

01,0,) =0
802( 1, 2)

egyenletrendszert megoldani, majd a masodrendii parcialis
derivaltakbél dsszeallitott 2 x 2-es Hesse-matrixrdl ellendrizni, hogy
negativ definit-e. (llletve a korabbi 6kdlszabaly itt is él: ha csak egy
megoldas van, és az nem a paramétertartomany szélén van, akkor
az a maximumhely.)
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1. feladat

Egy pénzérme nem szabalyos, p valésziniiséggel a fej lesz feliil
(0 < p < 1), de p értéke ismeretlen.

(a)
(b)

()

A FIFFFIFFIF sorozatot kapjuk. Ez alapjan adjunk
maximum-likelihood-becslést p-re.

Feldobjuk az érmét 10-szer, és azt tapasztaljuk, hogy a fejek
szdma 7 lett. Ez alapjan adjunk maximum-likelihood-becslést
p-re. Adjunk momentum-becslést is p-re.

Feljegyezziik, hogy két szomszédos fej kdzott mennyi irast
dobtunk; a kdvetkezéket kaptuk: 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1. Ez alapjan
is adjunk maximum-likelihood-becslést és momentum-becslést
p-re.

Feljegyezziik, hogy két szomszédos iras kzott mennyi fejet
dobtunk; a kovetkezdket kaptuk: 1, 3, 2, 1. Ez alapjan is
adjunk maximum-likelihood-becslést és momentum-becslést
p-re. Magyarazzuk is meg a kapott eredményt.
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1. feladat

Megoldas.
(a) A FIFFFIFFIF minta likelihood-fiiggvénye

Le(p) = p-(1=p)-p-p-p-(L—p)-p-p-(L—p)-p=p (1—p)*,
és a log-likelihood fiiggvény
x(p) = log(Lx(p)) = 7log p + 3log(1 — p).

A ML becsléshez meg kell oldanunk az

d

egyenletet.
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1. feladat

(a)
4 T1og p + 3log(1 — p)) = 0
qp\71ogp +3log(l - p)) =
7 3
I__2 _—9
p l-p
7(1—p)—3p=0
7—10p=0
_ 1
P—107
tehat a ML becslés .
P:E-
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1. feladat

(a) Az érdekesség kedvéért vessiik ezt dssze azzal, mint ha az

d
—L(p)=0
b (p)

egyenletet oldjuk meg. Innen
d 7 3
—(p"(1-p)}) =0
dp(p (1-p))
7p°(L—p)>+p"-31-p)3-(-1)=0
p°(L—p)*(7(1 - p) —3p) = 0.
Ennek 3 megoldasa van: p=0, p=16és p= 10, és el kell

donteniink, hogy melyik a maximumhely. p = 0-ra és p = 1-re
Ly(p) = 0, tehat ezek minimumbhelyek, és

7
10°

A

p=
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1. feladat

(b) A minta ezattal n = 1 elemd; X; ~ BIN(10,p) és x; = 7.
A likelihood fliggvény ezittal

L) = B0 =) = (7 )71 - o)

Vegyiik észre, hogy ez csak egy konstans szorzéban kiildnb&zik
az (a) részbeli likelihood-fliggvénytél, tehat a maximumhelyiik
sziikségszeriien ugyanaz. Ez a tovabbi szamitasokbdl is kideriil.
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1. feladat

(b) A log-likelihood fliggvény

0.(p) = log(Lx(p)) = log (17‘)) Tlogp 4 3log(1— p).

és meg kell oldanunk a

d
—U(p) =0
dp(m
egyenletet, ahonnan
7 3
0+ ————-—=0.
1-p p

Ezen a ponton az egyenlet mar pontosan ugyanaz, mint az (a)

részben, és a ML becslés is ugyanaz:
A 7
P= 10
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1. feladat

(b) Tovabbrais n=1, X; ~ BIN(10,p) és x; =7. A
momentum-becsléshez

g(p) = Ep(X1) = 10p

és igy
g 1(x) = x/10.

A momentum-becslés

p=g'(x)=x/10 = 7/10.
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1. feladat

(c) Két szomszédos fej kozott az irasok szama Y; ~ PGEO(p). A
minta n = 7 elemii:

)/1:Oa)/2:17)/3:0’)/4:07)/5:17}/6:0,}’7:1~

A minta likelihood-fliggvénye

i=1 i=1
p-p(L=p)-p-p-p(l—=p)-p-pl—p)-p=p'(1-p)

Ez ugyanaz, mint az (a) részben, Ggyhogy a ML-becslés

ezhttal is
. 7
P= 10
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1. feladat

(c) A momentum-becsléshez

1
g(p) = EP(Yl) =--1,
és 1
—1 _ ‘
g (v) STl
Tovabba
o3
y = 77
igy a momentum-becslés
1 1 7
p — Ly = = — = —
p=g (¥) R T
ugyanigy, mint korabban.
Statisztika | - paraméterbecslés
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1. feladat

(d) Két szomszédos iras kozott a fejek szama Z; ~ PGEO(1 — p).
A minta n = 4 elemii:

z1=1,2=2,23=3,z=1.

A minta likelihood-fiiggvénye

n

HP =z)=]Ja-pp =

i=1
(1- p)p (L=p)p?*-(L=p)p*- (L= p)p" = (1 - p)*p".

Ez mas, mint az (a) részben, a ML-becslés most

7
p= ﬁ—nek

adédik.
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1. feladat

(d) A momentum-becsléshez

1
=E,(Z1)=— -1
8(p) = Bp(2) = 1=~ 1,
és 1
-1 1
g (Z)_ Z+1
Tovabba
_ 1424341 7
I = — — —
4 4’
igy a momentum-becslés
1 1 4 7
~ i
p=g (2) T I 11 11

Tehat az ugyanebbdl a mintabél kiszamolt ML-becsléssel
megegyezik, de a korabbiakkal nem.

Sztochasztika Horvath lllés Statisztika | - paraméterbecslés



1. feladat

(d) Az eltérés oka az, hogy a FIFFFIFFIF mintaban a szomszédos
fejek szama ugyan rendre 1, 2, 3, 1, azonban a minta utolsé
eleme nem iras, igy lehetséges, hogy tovabbi fejekkel
folytatédna, és akkor az 1, 2, 3, 1 minta utolsé eleme is
nagyobb lenne.

Az 1, 2, 3, 1 minta valéjaban az FIFFFIFFIF| eredeti mintanak
felelne meg, ami 7 irast és 4 fejet tartalmaz, igy arra az (a) és
(b) rész becslése is = lenne.

Osszességében a (d) tipus felirds egyaltaldn nem alkalmazhaté
olyan mintéra, aminek az utolsé eleme fej. (Ahogy egyébként a
(c) tipusa felirds sem alkalmazhaté olyan mintara, ahol az
utolsé elem iras, de ez az eredeti mintanal nem volt gond.)
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6. feladat

Az Xi,..., X, minta az U0, a] hattéreloszlasbol szarmazik.

(a) Adjunk momentum-becslést a értékére a
0.38,0.78,2.22,1.91, 1.71 minta alapjan.

(b) Adjunk maximum-likelihood becslést a értékére a
0.38,0.78,2.22,1.91,1.71 minta alapjan.

(c) Adjunk momentum becslést a értékére a
0.38,0.20,2.22,0.16,0.24 minta alapjan. Mit tapasztalunk?
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6. feladat

Megoldas.
(b) A momentum-becsléshez sziikségiink van X; ~ U([0, a])
varhaté értékére:
a
g(a) = E,(%) = 3,

igy

és a momentum-becslés a-ra

0.38+0.78+2224+191+1.71
5 =

§=2.x=2 2.8.
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6. feladat
(b) U(0, a) sirliségfiiggvénye

[ L1 haxe(0,a)
fa(X)_{ 0 hax¢(0,a)

és

Le(a) =[] 0.
i=1
Hogy néz ki az L,(a) fiiggvény? Szamitsuk ki az értékét pl. az
a = 0.5 pontban.

1
folx1) = .5(0.38) = o,

mivel 0.38 € (0,0.5).
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6. feladat

(b)
fo(x) = f5(0.78) = 0,

mivel 0.78 ¢ (0,0.5).

Innen mar mindenképpen
L,(0.5) =0.

Sét, Ly(a) = 0 teljesiil minden a < 2.22 értékre. Masrészt
viszont a > 2.22 értékre
1 .
fa(x,-):5 i=1,...,5

és igy .
=% haa>222
_ 25 =
L(a) { ha x < 2.22
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6. feladat

(b) Lx(a) grafikonja igy néz ki:

T

Nem folytonos, tgyhogy a maximumot nem derivalassal
hatarozzuk meg. Viszont a grafikon alapjan vilagos, hogy a
maximumbhely, és igy a ML becslés

=222
Altalaban az U(0, a) hattéreloszlasra a ML becslés
a = max(X;).
Egyébként ez a becslés nem torzitatlan,

E.(max(X;)) = nil
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6. feladat

(c) Ugyanazt csinaljuk, mint az (a) részben, csak a
0.38,0.20,2.22,0.16,0.24 mintara, és

10.38+0.20 +2.2240.16 +- 0.24
5

a=2-x=2 = 1.28.

Ezzel az a gond, hogy a = 1.28 nem is lehetséges, mivel a
mintaelemek kdzott 2.22 is szerepel.

A momentum-becslésnél sajnos ez eléfordulhat: nincs garancia
arra, hogy a kapott paraméter ténylegesen lehetséges is.

A ML-becsléssel ilyen gond nincs, ott a kapott paraméter
mindig lehetséges.
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Egy vizsgan a hallgatcknak atlagosan 60%-a megy at. Az eléz6
félévben 14 hallgaté ment at a vizsgan N-bél, N azonban
ismeretlen. Adjunk ML-becslést N-re. Adjunk momentum-becslést
N-re.

Megoldas. A minta mérete n = 1; X1 ~ BIN(N,0.6), és

L (N) = <1I\£Il)0.614 -0.4N-14,
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A maximumhely meghatarozasidhoz a kdvetkez8 egyenletet oldjuk

meg:
Ly(N+1)
L(N)

mivel N egész értékli paraméter.

L(N+1)  (Mih)o.6t4 . 0.4N+1-14
Lc(N) (M)0.614 . 0.4N-14

(N+1)! 14 N+1—14

N! —
Tarn—1ay 0-61 - 0.4N 14

(N+1)-04
(N-13) 7

A megoldas N ~ 22.33.
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Ez azt jelenti, hogy 14 < N < 22 esetén

Ly(N+1)

L.(N) > 1,

tehat L (N) ndvekvs, és 23 < N esetén

Le(N+1)

1
L(N)y =7

azaz Ly(N) csokkend, a maximuma N = 23-ban van, és a ML

becslés
N = 23.
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L (N) grafikonja egyébként igy néz ki:
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A momentum-becsléshez

és igy
—1/—
= — .14 =~ 23.33.
g (=455
Persze N csak egész lehet, ami a momentum-becslés esetén nem
garantélt. Jobb hijan kerekithetjiik a legkdzelebbi egészre, és akkor

a momentum-becslés is
N = 23.
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5. feladat

Egy M/M/1 szerver terheltségét (p = A\/u, ahol \ az érkezési, 11 a
kiszolgalasi rata) a bufferben sorban 4ll6 igények szamabdl akarjuk
megbecsiilni. Tudjuk, hogy ha a terheltség p (0 < p < 1), akkor a
bufferben 1évé igények szama PGEO(1 — p) eloszlast (beleértve az
éppen kiszolgalas alatt all6 igényt is).

5 tavoli idépontban ranézve a szerverre, a bufferben lévé igények
szamara a kovetkez8 adédott: 2, 0, 4, 1, 1. Adjunk ML-becslést p
értékére a minta alapjan. Adjunk momentum-becslést is p értékére.

(Miért fontos, hogy tavoli idépontok legyenek?)
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5. feladat

Megoldas. X; ~ PGEO(1 — p) esetén

£(0) =, (%) = T2 = 1 -1,
aminek az inverze )
g () =1-7—,
és igy a momentum-becslés
1 1 8

~

—1/=
p=g (X) 1+x 1+8/5 13
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5. feladat

A likelihood és log-likelihood fliggvény

Li(p) = (L= p)p? - (L= p)p° - (L = p)p* - (L = p)p* - (L = p)p* =
p8(1 - p)5’
Ex(p) = 8log(p) + 5log(1 — p).

d%ﬁx(p) = 0 megoldasa alapjan a ML-becslés
ho S
p - 13a

tehat ebben az esetben megegyezik a momentum-becsléssel.
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8. feladat

Egy alkatrész élettartama exponencialis eloszlasa 6/t varhaté
értékkel, ha t homérsékleten miikddtetjiik. Tegyiik fel, hogy az n
megfigyelést a kiilonbozs t1, ..., t, hémérsékleten végeztiik és
X1, ...,Xn élettartamokat figyeltiink meg. Adjunk maximum
likelihood becslést 6-ra.

Megoldas. Ugyan a hémérséklet miatt nem azonos eloszlasi a
minta, de azért a likelihood-fliggvényt fel tudjuk irni.
Xi ~ EXP(t;/0) a feltétel szerint, és igy
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8. feladat

A log-likelihood-fiiggvény

n n tix;
0(0) = log(t;) — nlog(6) — > o
i=1 i=1
és
d n tixj
@éx(e) 0— R 2. g 0
megoldasa
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