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Markov populaciés folyamatok
Minta generalasa adott eloszlasbdl

(1)
(2)
(3) PH (fazis tipust) eloszlasok
(4)

Altalanos Markov-sorra a rendszerben toltétt id6 eloszlasanak
kiszamitasa Laplace-transzformalttal
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Markov populéciés folyamatok

Egy folytonos ideji Markov-lancbél vegyiink N példanyt, amik
parhuzamosan zajlanak. Egyetlen Markov-lanc allapottere K

méret, generatora Q = (ry)f_;-
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00
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Markov populéciés folyamatok

Hogy lehet a rendszer pillanatnyi allapotat leirni?

Egy lehetéség, hogy minden egyes Markov-lanc allapotat
nyilvantartjuk (,teljes rendszer”). Ekkor az allapottér mérete KNV.

Egy masik lehet8ség, hogy csak azt tartjuk szamon, hogy az egyes
allapotokban mennyien tartézkodnak: jeldlje Xi(t) = XN(t) a k
allapotban tart6zkodé Markov-lancok szamat t-kor. Ekkor az
allapotteér

K
{(Xl,...,XK): Xc € Z, X, > 0, ZXk:N},
k=1

aminek a mérete NX nagysagrendii. Ez is nagy (bar kisebb, mint a
teljes rendszer), viszont j6l strukturalt.
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Markov populéciés folyamatok

A legegyszeriibb esetben az egyes Markov-lancok fliggetleniil
zajlanak. llyenkor a Markov-tulajdonsag teljesiil a teljes rendszerre
is, &s XNV (t)-re is.

Példa. Legyen N =10 és K = 3. XN(t)-nek az (5, 3,2) éllapotbsl
a lehetséges atmenetei:

e (5,3,2) — (4,4,2), ennek rataja 5ri», vagy

e (5,3,2) — (4,3,3), ennek rataja 5ri3, vagy

e (5,3,2) — (6,2,2), ennek rataja 3ry;, vagy
e (5,3,2) — (5,2,3), ennek rataja 3r3, vagy
e (5,3,2) — (6,3,1), ennek rataja 2r3;, vagy
e (5,3,2) — (5,4,1), ennek rataja 2rs.
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Markov populéciés folyamatok

Azt szeretnénk, hogy az egyes Markov-lancok ne legyenek
fliggetlenek. Példaul megengedhetjiik, hogy az atmenetratak
fiiggjenek a tébbi Markov-lanc allapotatél.

Egy lehetséges valasztas, ha az rj ratak az

XN(t)

M) = T

fiiggvenyei. x"(t) az XV (t) normalizalt valtozata, ami azt mondja
meg, hogy a Markov-lancok mekkora része van az egyes
allapotokban.

Ezt hivjuk siiriségfiiggé Markov populiciés modellnek.

llyenkor az egyes Markov-lancok mar nem fiiggetlenek. Fontos: a
Markov-tulajdonsag teljesiil x"V(t)-re!
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SIR modell

Példa. SIR jarvanyterjedési modell. Egy populaciéban minden
egyed az S, |, R allapotok valamelyikében lehet:

o S (susceptible): egészséges, a fert6zésre fogékony egyed;

o | (infected): fert6zott egyed,;

@ R (recovered): meggydgyult, a fert6zésre mar immunis egyed.
Kétfele atmenet lehetséges:

o S—| a megfert6z8dés, ennek a ratdja ardnyos a betegek

szamaval. rs_,(x) = Bxy;
e |—R a gyégyulas, rataja konstans: r_r(x) = 1.
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SIR, N =100

Hogyan néz ki az xN(t) folyamat egy realizaciéja?
1.05
0.8:’
0.6:’
0.4:’

0.2F

(A paraméterek: 8 =5,7 =1, N =100, a kezdeti allapot
x(0) = (0.9, 0.1, 0).)
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SIR, N =1000

Hogyan néz ki az xN(t) folyamat egy realizaciéja?
1.05
0.8:’
0.6:’
0af

0.2r

(A paraméterek: 8 =5,y =1, N = 1000, a kezdeti allapot
x(0) = (0.9, 0.1, 0).)
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SIR, N = 10000

Hogyan néz ki az xN(t) folyamat egy realizaciéja?
1.05
0.8:’
0.6:’
0af

0.2r

(A paraméterek: 8 =5,7 =1, N = 10000, a kezdeti allapot
x(0) = (0.9, 0.1, 0).)
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Mean-field limesz

A fentiek alapjan az sejthetd, hogy amint N — oo, a s(riiségfiiggd
Markov-folyamatok is koncentralédnak valami determinisztikus
folyamatra.

Egy adott siiriiségfliggé Markov populaciés folyamathoz tartozé
mean-field (tératlag) egyenlet-rendszer a kdvetkezé:

d

avk(t) - Z vi(t)rie(v(t)) — Z vil()ri(v(t)), k=1,....K
i#k i#k

Ez egy K-dimenziés kdzdnséges differencialegyenlet-rendszer. Ha az

rij(.) fuggvények folytonosak, akkor a megoldas létezik és

egyértelmi.
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Mean-field limesz

Példa. Az SIR folyamatra a mean-field egyenlet-rendszer:

%vs(t) = —Bvs(t)v(t),

%V,(t) = Bvs(t)vi(t) — yvi(t),
dith(t) =yvi(t).

(A mean-field magyarul kb. tératlagnak fordithaté.)
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SIR

Hogyan néz ki a mean-field egyenletrendszer megoldasa?

(A paraméterek: g =5, =1, a kezdeti allapot
v(0) = (0.9, 0.1, 0).)
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Kurtz-tétel

Tétel (Kurtz 1.)
Tegyiik fel, hogy

e az ry fiiggvények folytonosan derivalhatéak, és
o xN(0) — v(0) valdszindségben, amint N — oo.

Ekkor a mean-field egyenletrendszer v(t) megoldasa egyértelmi, és
tetszbleges véges T-re és ¢ > 0-ra

N—oo 0<t<T 1<k<K

lim ]P’< max__max |vk(t) — x(t)| > 5) =0.

Nem biz.

v(t)-t hivjuk a populaciés folyamat mean-field limeszének is.
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Kurtz-tétel

A Kurtz-tétel a gyakorlatban azt jelenti, hogy N ndvelésével x"(t)
realizaciéi egyre kozelebb keriilnek a mean-field egyenletrendszer
megoldasahoz:

1.0F
0.8F

06F

oal
0.2; xh\
0.0F
1 2 3 4 5
N =100
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Kurtz-tétel

A Kurtz-tétel a gyakorlatban azt jelenti, hogy N ndvelésével x"(t)
realizaciéi egyre kozelebb keriilnek a mean-field egyenletrendszer
megoldasahoz:

1'Of
0.8}
0,6}
”

021

N = 1000
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Kurtz-tétel

A Kurtz-tétel a gyakorlatban azt jelenti, hogy N ndvelésével x"(t)
realizaciéi egyre kozelebb keriilnek a mean-field egyenletrendszer
megoldasahoz:

1'Of
0.8:’
0.6}
0]

021

N = 10000
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Kurtz-tétel

Megjegyzések.

A Kurtz-tétel lényegében a Nagy Szamok Tdrvényének
altalanositasa siiriiségfiiggé Markov populaciés folyamatokra.

A Centralis Hatareloszlas Tétel is teljesiil: x(t) fluktuacioi v(t)
kordil \%N nagysagrendiiek, és a fluktuacidk eloszlasa normalis

eloszlashoz tart, amint N — oo.

Az, hogy v(t) egy kdzonséges (és nem pl. egy késleltetett)
diffegyenlet-rendszer megoldéasa, annak felel meg, hogy a mean-field
limesz memdriamentes, ami éppen azon milik, hogy az eredeti
populaciés folyamatra teljesiil a Markov-tulajdonsag.

A siirliségfiigg6 feltevés annak felel meg, hogy minden egyes egyed
a teljes populaciéban tapasztalhaté siiriiséget érzékeli. Ha van a
populacionak belsé struktaraja (pl. ismeretségi korok), akkor
altalaban nem ez a helyzet.
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Kurtz-tétel

Tovabbi megjegyzések.

Az, hogy x(t) és v(t) is az aranyokat irja le a teljes populacién
beliil, impliciten azt jelenti, hogy minden egyes allapotban a teljes
populaciéval 8sszemérhetd szami egyed van.

Példaul az SIR modellre ez azt jelenti, hogy a mean-field limesz
abban a tartomanyban alkalmazhat6, amikor a fert6zottek szama
mar 6sszemérhetd a teljes populacidval.

A jarvany kezdeti szakaszaban, amikor a teljes populaciéhoz képest
sokkal kevesebb fertzott van, mas modellek jobbak (pl. elagazé
folyamat).
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Kurtz-tétel

Tovabbi megjegyzések.

A siiriiségfiiggs feltevés annak felel meg, hogy minden mini
Markov-lanc xV-et, vagyis a teljes globalis allapotot érzékeli. Ez a
valésagban sok esetben nem igy van, hanem az egyes egyedek
kdzott van valamiféle struktira (pl. emberi populacidéban az
ismeretségek), és mindenki csak a sajat kornyezetét érzékeli.

llyenkor a rendszer nem siiriségfiiggs Markov-lanc, s6t xV(t)-re
altalaban nem is teljesiil a Markov-tulajdonsadg. A mean-field limesz
(ha egyaltalan letezik), eltérhet Kurtz-tél. Az irodalomban kevés
eredmény ismert ilyen esetekre.

Ezzel egyiitt kozelitésnek még ilyen esetben is lehet hasznalni a
Kurtz-tételt.
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Stacionaérius eloszlas

Tétel (Kurtz I1.)
Tegyiik fel, hogy:

o az rj fiiggvények folytonosan derivalhatoak, és

o minden N-re xN(t)-nek egyetlen stacionarius eloszlsa van,

TN, €S
e a v(t)-t definialé diffegyenlet-rendszernek egyetlen
(vi,...,vk) fixpontja van, és az aszimptotikusan stabil.
Ekkor a my eloszlasok koncentralédnak (vi, .. ., vik)-ra, amint
N — oco.
Nem biz.
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Terhelés-elosztas

Példa. Mi torténik, amikor rakattintunk egy YouTube-videdra?

Bekiildiink egy igényt, amit majd kiszolgal egy szerver. Na de a
YouTube-nak sok szervere van, melyikhez keriil a mi igényiink?

A beérkezd igényeket egy kiilon szerver (“diszpécser”) tovabbitja a
tényleges kiszolgalé szerverek valamelyikéhez. A cél az igények
minél hatékonyabb kiszolgalasa, ehhez sok szempontot igénybe
vehet, pl.

@ a szerverek leterheltsége
@ az igény tipusa
o fizikai tavolsag

@ stb.
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Terhelés-elosztas

Példa. Mi torténik, amikor rakattintunk egy YouTube-videdra?

Bekiildiink egy igényt, amit majd kiszolgal egy szerver. Na de a
YouTube-nak sok szervere van, melyikhez keriil a mi igényiink?

A beérkezd igényeket egy kiilon szerver (“diszpécser”) tovabbitja a
tényleges kiszolgalé szerverek valamelyikéhez. A cél az igények
minél hatékonyabb kiszolgalasa, ehhez sok szempontot igénybe
vehet, pl.

o a szerverek leterheltsége
@ az igény tipusa
o fizikai tavolsag

@ stb.
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Terhelés-elosztas

Példa. Hasonléan miikddnek a kasszak is egy aruhdzban. Melyik
sorba allnank be a 3 koziil?

00000 O
00 0
0000 O

Nyilvan a legrévidebbhez. Ez a JSQ (Join-Shortest-Queue) néven
ismert terhelés-elosztasi elv.

Példa. Amikor autés navigaciés alkalmazasok alternativ Gtvonalakat
keresnek, az is terhelés-elosztas.

Erre a helyzetre fogunk matematikai modellt adni.
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Terhelés-elosztas

Van egy kiszolgalé rendszeriink, amely N szerverbdl és egy
diszpécserbdl all. Az igények mind a diszpécserhez futnak be, amely
minden egyes igényt azonnal tovabbkiild valamelyik szerverhez
valamilyen terhelés-elosztasi elv alapjan (pl. JSQ).

Minden egyes szervernek van egy sora, amiben a beérkez& igényeket
tarolja. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a szerverek
egyformak és véges K nagysagl bufferrel rendelkeznek. (Egyébként
ha tobbféle szerver van, az sem gond.)

Feltessziik, hogy a bejové igények Poisson-folyamat szerint
érkeznek AN rataval, valamint a kiszolgalas is exponencialis. Ekkor
a teljes rendszerre teljesiil a Markov-tulajdonsag.
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Terhelés-elosztas

Egy szerver allapota az, hogy héany igény van a sordban; az egy
szerverhez tartozé Markov-lanc allapottere {0,1,..., K}.

Minden egyes szerverhez tartozé Markov-lanc egy Markov-sor:

02020 - O0>0
0 1 2 K

Xo(t) azt jeloli, hogy hany iires szerver van, X;i(t) azt, hogy hany
szerverben van 1 igény, és igy tovabb, egészen Xk(t)-ig. Az

vektor pedig a megfelels terheltségii szerverek aranya.
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Terhelés-elosztas

A kiszolgalas lehet FIFO (First-In-First-Out, mint pl. a bolti
sorokban), vagy parhuzamos, PS (Processor Sharing, amikor egy
szerver tobb igényt szolgal ki parhuzamosan).

Egy szerver kiszolgalasi rataja fiigghet attdl, hogy mennyi a bent
levs igények k szama:
Mkt1)—k(X) = fk.

Ez f6leg PS-nél relevans, amikor egy szerver tébb igényt
hatékonyan tud parhuzamosan kiszolgalni, mint egyet. Ennek
megfelelen altalaban feltessziik, hogy

p1 < pp S p3 < ... és g >

(FIFO kiszolgalas esetén altalaban py = pup = ...
A stabilitas feltétele A < uk.



Terhelés-elosztas

Az egy sorba torténs érkezési rata viszont nem konstans. Pl. JSQ
terhelés-elosztasi elv esetén:
@ ha van k-nal rdvidebb sor, akkor k hosszii sorba nem kerill
igény;
@ ha k hosszl a legrovidebb sor, akkor az X darab k hosszi sor

koziil X% eséllyel keriil egy konkrét sorba az igény, igy az egy
adott k hosszl sorba érkezé rata

NA_NA A
Xk N Nix; B XK’
igy
0 ha Z 1 x; > 0;
Mk—(k+1)(X) = { A ha Z’.‘_ll xi =0 és xx >0,

Xk

(Ez egyébként nem folytonos fiiggvény, de sebaj.)



Terhelés-elosztas

A mean-field diffegyenlet-rendszer:

C () = Mok (D) — ey (M) e (1)

+ prpr vt (t) — pev(t)  (k=0,...,K);

a jobboldalon az egyes tagok annak felelnek meg, hogy a k hosszi
sorok szama megvaltozik, ha. ..

@ érkezés torténik k — 1 hosszi sorba, vagy
@ érkezés torténik k hosszi sorba, vagy
o kiszolgalas torténik k + 1 hosszid sorban, vagy

@ kiszolgalas torténik k hosszi sorban.
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Terhelés-elosztas

Példa. Tekintsiik a kdvetkezd paramétereket:
e N = 10000 szerver,

@ egy szerver maximum 5 igényt szolgal ki egyszerre (ha tébb
igény van bent, a tobbi sorban all),

@ egy szerver teljes kiszolgélasi rataja a szerverben bent lévd
igények szamanak fiiggvényében:
k|1 ]2|3][4]5
pe|10]11]12]13]14

@ )\ = 1.25; az egész rendszerbe az érkezési rata AN,
o kezdeti feltétel: iires rendszer.

Hogy nézhet ki ennek a rendszer egy realizaciéja JSQ
terheléselosztas esetén? Gondoljuk meg elére, hogy mit varunk.
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Terhelés-elosztas

N=10000

10

0.8

L=y B S R SR T A =)

0.6

04

0z

0.0
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Terhelés-elosztas

Mire j6 a mean-field limesz vizsgélata?

@ nagymeéretii rendszerek esetén a teljes rendszer allapottere
hatalmas, ehelyett elég egy kisebb méretii
diffegyenlet-rendszert vizsgalni, ami numerikusan kdnnyen
megoldhaté;

@ sok jellemz& definialhaté és kiszamithaté a mean-field
rendszerben is: példaul a mean-field limesz alapjan
megbecsiilhetd, hogy a populéciés folyamat mikor éri el a
stacionarius allapotat. De példaul a Little-formula is teljesiil.
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Terhelés-elosztas

A korabbi példaban a stabil fixpont kdnnyen kiszamithaté.
A = 1.25 félaton van u3z = 1.2 és pug = 1.3 kozott, igy a fixpont

v=(0000.5050).
Alkalmazzuk a Little-formulat. Nincs adatvesztés, tehat az effektiv

érkezési rata
Ae = A =1.25,

az atlagos sorhossz
L=05-3+05-4=35,
és igy az atlagos kiszolgalasi id6

W=L/\=28.
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Generalas adott eloszlasbdl

Tegyiik fel, hogy adott egy eloszlas (mondjuk az F(x)
eloszlasfiiggvénnyel). A cél, hogy generaljunk egy X valésziniiségi
valtozét ebbdl az eloszlasbdl.

Kiindulasi pont: az alap véletlen forras altalaban valamilyen fizikai
folyamat. Pl. fotonokkal bombazunk egy érzékel6t, vagy radioaktiv
anyag bomlasat figyeljiik stb. A legegyszeriibb esetben fiiggetlen
véletlen biteket (Bernoulli(1/2) valtozék eloszlasa valésziniiségi
véltozékat) tudunk generalni. Ebbsl akarunk bonyolultabb
eloszlasokhoz eljutni.
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Generalas adott eloszlasbdl

Az els6 lépés a folytonos egyenletes eloszlas.

Lemma
Ha Xy, X, ... fiiggetlen véletlen bitek, azaz

P(X, = 0) = P(X, = 1) = 1/2,

akkor

oo

Xn

konvergens és az eloszlasa U[0, 1].

Megforditva, ha U ~ U[0,1], akkor U kettes szamrendszerbeli
Jegyei fiiggetlen bitek.

Biz. (vazlat) Gondoljuk meg, mi torténik, ha 10-es
szamrendszerben a tizedesvessz§ utan fliggetleniil, véletlenszeriien
sorsolunk szamjegyeket. A lemma ugyanez kettes szamrendszerben.
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Minta generalasa adott eloszlasbol

A folytonos egyenletes eloszlasbdl a kovetkezé lemmaval lehet
eljutni tovabbi eloszlasokhoz.

Ha U [0,1]-en folytonos egyenletes valdsziniiségi valtozo, akkor az

X =F1(U)

valésziniiségi valtozé eloszlastiiggvénye F.
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Generalas adott eloszlasbdl

Biz. U eloszlasfliggvénye

0, hax<0
Fu(x)=< x, ha0<x<1
1, hal<x

Mivel F monoton névé, ezért F~1(U) < x és U < F(x)
ekvivalensek, és innen

P(X < x) =P(F}(U) < x) =P(U < F(x)) = Fy(F(x)) = F(x).
Példa. Az Exp(\) eloszlas eloszlasfiiggvénye

log(l —
F(X) -1 e—)\x N F—l(y) _ Og( : y)7
igy ha U ~ U[0,1], akkor

X = 'og(lA_U) ~ EXP()).
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Generalas adott eloszlasbdl

Ha F egy diszkrét eloszlas eloszlasfiiggvénye, akkor vannak
konstans szakaszai az egészek kozott. F~1 ilyenkor is értelmezhets,
ezekben a pontokban ugrasa van.

F és F~1 folytonos és diszkrét esetben:
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PH eloszlasok

Emlékeztets. Egy Markov-lancban egy adott allapotban eltdltott
id6 mindig EXP eloszlasu.

Lattunk mar ra példat, hogy ha egy allapotot lecseréliink egy 2
allapotbdl all6 mini Markov lancra, akkor az abban a 2 allapotban
egylitt eltdltott idS eloszldsa mar nem EXP. Ezt akarjuk tovabb
vizsgalni.

Altalaban egy Markov-lancban helyettesithetiink egy allapotot egy
tobb allapotbdl allé mini Markov-lanccal. llyenkor a mini

Markov-lancnak mindig van egy nyels allapota.
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PH eloszlasok

Példaul ha a mini Markov-lanc generatora

-1 1/3 2/3
1 -2 1 |,
0 0 0

ez annak felel meg, hogy amikor a nagy Markov-lanc belép a mini
Markov-lancba, akkor az els6 és masodik allapot kdzott ugral egy
ideig, majd amikor a harmadik (nyel8) allapotba lép, akkor
valéjaban tovabblép a nagy Markov-lanc egy masik allapotaba.

Emiatt a harmadik allapotot nem is szokas feltiintetni:

e[

1 -2
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PH eloszlasok

Definicié. Az A négyzetes matrix szubgenerator, ha

o A fgatlobeli elemei negativak, fgatlon kiviili elemei
nemnegativak,

@ A minden egyes sordsszege legfeljebb 0, és legalabb egy
sordsszege szigorian kisebb, mint 0.

llyenkor A tekinthetd agy, mint egy nyel6vel rendelkezé Markov-lanc
generatora. A nyelGbe lépés ratdjat az egyes allapotokbdl a —Al
oszlopvektor adja meg, ahol 1 a csupa 1-esbél allé vektor.
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PH eloszlasok

Definicié. Legyen « eloszlas vektor és A szubgenerator matrix.
Ekkor PH(«, A) az az eloszlas, ami egy « kezdeti vektord, A
szubgenerator(, nyel8vel rendelkez6 Markov-lanc elnyel6désének
ideje.

A PH(a, A) eloszlas siirliségfiiggvénye
f(t) = ae(—Al),

eloszlasfiiggvénye
F(t) =1— ae™1.

Az A-nak megfelel§ allapotokat (a mini Markov-lanc éallapotait)
fazisnak hivjuk.
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PH eloszlasok

Példa. Ha A egy 1 x 1-es matrix, akkor PH(c, A) az exponencialis
eloszlast adja vissza.

Példa. Ha A n x n-es,

-A A0 0
0 —XA A 0
A= . ;
0 0 -A

azaz a fazisok sorba vannak kdtve, és « = (10 ...0), akkor
PH(a, A) éppen n darab fiiggetlen EXP(\) eloszlas Gsszege, ami az
Erlang(\, n) eloszlas.
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PH eloszlasok

PH eloszlasokkal lényegében barmilyen folytonos eloszlast lehet
kozeliteni.

Tétel

Tetszéleges g(t),t > 0 siriiségfiiggvényhez és € > 0 szamhoz
létezik olyan (c, A) par, hogy

/OOO () — ()] < <,

ahol

f(t) = ae’t(—A1).
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Altalanos eloszlas kozelitése

Biz. (vazlat.) Koncentralt Erlang-siiriségfiiggvényekbsl szeretnénk
kikeverni a g fliggvényt. Ehhez a kdvetkez§ struktirat hasznaljuk
(an. hipo-Erlang eloszlas):

a kovetkez8 paraméter-valasztasokkal:
A=n/T,
pi = g( Ti/n?
> 18(Tj/n)’
a p; valészintségii allapotbdl az elnyel6dés ideje Erlang(i, A), ami

az i/\ = Ti/n pontra koncentralédik. Ha n és T elég nagy, akkor
jo lesz a kozelités.
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PH eloszlasok

A fenti struktdara altalaban nem optimalis. Minél kisebb méretii az
(a, A) par, annal jobb, de kis méretii j6 kdzelitést talalni nehéz
kérdés.

A PH eloszlasok osztalya zart tobbféle miiveletre.

Tétel

Ha X és Y fiiggetlen PH eloszlasii valésziniiségi valtozok, akkor
e cX is PH eloszlasi, ha ¢ > 0 konstans;
@ X+ Y is PH eloszlasi;
e min(X,Y) is PH eloszlasi;
e max(X,Y) is PH eloszlasi;

o X és Y keveréke is PH eloszlasi:

X p valésziniséggel
Z= oo
Y 1 — p valdsziniséggel

Nem biz.
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Altaldanos Markov-sor

Tekintsiink egy altalanos véges buffer(i Markov-sort. A buffer
mérete K. Az i allapotban az érkezési rata )\;, a kiszolgalasi rata
ui. Feltessziik, hogy a sorhossz eloszlasa stacionarius.

— ® 000 —n

A kiszolgalas FIFO helyett LPS (limited processor sharing): a p;
kiszolgalasi rata egyenletesen oszlik meg az elsé M igény kozott

(vagy az osszes kozott, ha M-nél kevesebb igény van). A tovabbi
igények varakoznak.

Specidlisan az M = 1 esetben visszakapjuk a FIFO kiszolgélast.
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Vérhaté kiszolgalasi id6 részletesebben

Elgkésziilet: a rendszerben toltott id6 varhato értéke Tekintsiink
egy kitilintetett igényt egy j hossz( sorban az i-edik poziciéban
(1 <i<j<K). Jelolie X;; a rendszerben még hatralévs idejét, és
legyen

Wi, = E(Xij)-
A Little-formula megadja egy véletlen igény rendszerben toltott
idejének varhaté értékét; az dsszes W, ; ismerete ennél részletesebb
informaciét jelent.

Megnézziik, hogyan lehet a W, j-ket kiszdmolni teljes varhaté érték
tétellel.
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Vérhaté kiszolgalasi id6 részletesebben

A kovetkez8 valtozasok torténhetnek a sorral:

o Erkezik egy igény a sor végére. Ennek rataja Aj. llyenkor a
kitiintetett igény tovabbra is az i-edik poziciéban marad, de a
sor hossza (j + 1)-re véltozik.

o Torténik egy kiszolgalas a sorban. Ennek rataja pj. Ha az a
kitiintetett igény, akkor a kiszolgéalasa befejez6dott. Ha egy
masik igényt szolgalt ki a szerver, akkor a kitiintetett igény
i > M esetén el6rébb |ép az (i — 1)-edik pozicidba. i < M
esetén tulajdonképpen mindegy, el6re 1ép-e, mivel az els¢ M
igény egyforma helyzetben van.

A kétféle valtozas egyiittes rataja \; + puj, igy a kdvetkezd
allapotvaltozasig eltelt id6 EXP(\; + 11/), aminek a varhat6 értéke
és a valtozaskor

1
Ajta?

A . , . .
@ L az érkezés valdsziniisége, és
Ajth g

1
A1)
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Vérhaté kiszolgalasi id6 részletesebben

Legyen elészér M < i < j < K. llyenkor a kitiintetett igény nem
kap kiszolgalast, hanem csak vérakozik; a rendszerben hatralévs
idejének varhat6 értéke W; ;. A teljes varhaté érték tétel alapjan

1 Aj 1
Wi, = +( S Wi+ Wi )
ij )\J“‘,UJ )\J+Mj ij+1 )\J“‘MJ i—1,j—1

ahol /\,Jlru, az els6 valtozasig eltelt id6 varhato értéke, és ...
J J

@ ha érkezés tortént, akkor a kitiintetett igény marad az i-edik
helyen, de a sor hossza j + 1-re nétt, és onnan a kiszolgalasig
sziikséges tovabbi id6 varhaté értéke W, 1;

@ ha kiszolgalas tortént, akkor a kitiintetett igény pozicidja és a
sor hossza is csokken 1-gyel, és a kiszolgalasig sziikséges
tovabbi id6 varhaté értéke Wi_q ;1.

A cél: felirni hasonlé egyenleteket az Gsszes Wi j-re, majd a kapott
linearis egyenletrendszert megoldani.
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Vérhaté kiszolgalasi id6 részletesebben

Tovabbi esetek.

Ha i <j < M ésj < K, akkor egyrészt
W]-:J: = VVj:j’

hiszen az elsé j igény helyzete egyforma, masrészt

1
Wi =——+
RERYESY
Aj i j—1 wi 1
(Wi + = Wi+ = 0),
Nt T N g T N g

mivel az els6 j igénybdl 1/; eséllyel a kitlintetett igényt szolgalja ki
a szerver, és olyankor az elhagyja a rendszert (0 tovabbi idét tolt a
rendszerben).
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Vérhaté kiszolgalasi id6 részletesebben

Ha i < M < j < K, akkor is
Wij=-= Wny

hiszen az els6 M igény helyzete egyforma, masrészt

1
ij =+
YR
Aj pi M-1 pio 1
W+ Wi 00),
<>\j+/~‘j Bt Aj+upg M =Ll Aj+ M

mivel ilyenkor az elsé M igény kozott oszlik meg a kiszolgélasi rata,
és azon beliil 1/M eséllyel a kitiintetett igényt szolgalja ki a szerver.
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Vérhaté kiszolgalasi id6 részletesebben

J = K, azaz tele buffer esetén nem torténhet érkezés, csak
kiszolgalas. Ha i < M, akkor is teljesiil

Wik ="--=Wuk,
tovabba
1 M-1 1
Wik =— + (T i—1M-1 0),

K
Hasonléan tele buffer, csak i > M esetén a kitiintetett igény
biztosan nem kap kiszolgalast, igy

1
Wik =— + Wi_1 m—1.
Hj
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Vérhaté kiszolgalasi id6 részletesebben

A fentiek megadnak a W; ; ismeretlenekre egy linearis
egyenletrendszert, amit meg lehet oldani.

A W, j-k ismeretében megadhaté egy véletlen igény rendszerben
toltott idejének varhaté értéke, W is (amit egyébként a
Little-formulabél is ki tudunk szamolni). Arra kell figyelniink, hogy
altalanos Markov-sorra az érkezési rata fligg az allapottél.

Ha a sorhossz stacionarius eloszlasa vee = (x0 x1 ... xk), akkor az
effektiv érkezési rata

)\e = Xo)\o + X1)\1 +--+ XK_1)\K_1,

P(egy véletlen igény i hossza sorba érkezik) = X)’\ 5
e
végiil
X0 X1 A XK_1AK—
W — OOW —1—11W272+---+ KAAK=L
Ae )\e )\e ’
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Kiszolgalasi id6 eloszlas 4ltalanos Markov-sorra

El6késziilet vége, a kdvetkez8 mar a teljes eloszlas kiszamitasa
Laplace-transzformalttal.

Tekintsiink egy kitiintetett igényt egy j hosszi sorban az i-edik
pozicidban (1 </ < j < K). Xj; a kiszolgalasi ideje.
Legyen X;; siiriségfiiggvénye f; j(t), Laplace-transzformaltja £;(s).
A cél: a korabbi W; j-khez hasonlé egyenleteket felirni, csak ezattal
f*(s)-re, majd a kapott egyenletrendszert megoldani.
A kovetkez6 valtozasok torténhetnek a sorral:

o Erkezik egy igény a sor végére \; rataval, vagy

o torténik egy kiszolgalas a sorban p; rataval.
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Kiszolgalasi id6 eloszlas 4ltalanos Markov-sorra

A kétféle valtozas egyiittes rataja \; + puj, igy a kdvetkezd
allapotvaltozasig eltelt id6 EXP(\; + 1) eloszlast, ennek

s Aj+pj
Laplace-transzformaltja YT
z z >\J 7 7 < s s e uj - z1z
A véltozaskor Nt 22 érkezés valésziniisége és N 2 kiszolgalas

valésziniisége.

Legyen el6szor M < i < j < K. A fentiek alapjan a
Laplace-transzformaltra teljesiil a kdvetkezd egyenlet:

fr(s) = —L—1 ( L fa(s) s>
14(5) A+ +s Aj+uj”f+1() Ao 1(5)
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Kiszolgalasi id6 eloszlas 4ltalanos Markov-sorra

Tovabbi esetek.

Ha i <j < M ésj < K, akkor egyrészt
fyls) =+ = £7(9),
hiszen az elsg j igény helyzete egyforma, masrészt

_ At
Aj+pj+s

f(s)

Aj pi Jj—1 pi 1
() LS (s) + — 7,-1),
<)\J+,Ut‘] I,_/+1( ) )\_/‘i’,uj _/ 1 l,j 1( ) )\J+NJJ

mivel az els6 j igénybdl 1/; eséllyel a kitiintetett igényt szolgalja ki

a szerver, és olyankor az elhagyja a rendszert (0 tovabbi idét tolt a
rendszerben, aminek a Laplace-transzformaltja 1).
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Kiszolgalasi id6 eloszlas 4ltalanos Markov-sorra

Ha i < M < j < K, akkor is

(s) =+ = fir (9),

hiszen az els6 M igény helyzete egyforma, masrészt

fii(s) = )\._JF —
j T Hts
Aj pi M-1 pi 1
7/';* S + 7f;*_ - 1(s + 71 ,
()\j—l—,uj' ’J+1( ) Aj+pp M LJ 1(5) Aj+ i M )

mivel ilyenkor az els6 M igény kozott oszlik meg a kiszolgalasi rata,
és azon beliil 1/M eséllyel a kitiintetett igényt szolgalja ki a szerver.

Sztochasztika lllés Horvath Kitekintés



Kiszolgalasi id6 eloszlas 4ltalanos Markov-sorra

J = K, azaz tele buffer esetén nem torténhet érkezés, csak
kiszolgalas. Ha i < M, akkor is teljesiil

fik(s) =" =fuk(s),
tovabba

fro(s) =t (M= ¢ S
ik (S) s\ M i—1,m-1(8) + vt

Hasonléan tele buffer, csak i > M esetén a kitiintetett igény
biztosan nem kap kiszolgalast, igy

* i o
A e(s) = f: s).
I,K( ) 14 +s l—l,/\/l—l( )
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Kiszolgalasi id6 eloszlas 4ltalanos Markov-sorra

Az elsbbiek megadnak az ismeretlen £ (s) fiiggvényekre egy
linearis egyenletrendszert, amiben az egyiitthatdk ismert szamok és
fliggvények, igy az egyenletrendszert meg tudjuk oldani.

Az f7,(s) fiiggvények racionalis tortfiiggvények lesznek, azaz %
alakaak, ahol p(s) és g(s) polinomok.

Az f(s)-ek ismeretében megadhaté egy véletlen igény kiszolgalasi
idejének Laplace-transzformaltja, £*(s) is, ugyanolyan salyozassal,
mint korabban:

. XK—1AK—1 /4
f*(s) = \ 11(s) + N 22(s)+-+ Y fr k(s)-
e e e
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ILT racionalis tortfiiggvényekre

Végiil annyi van hatra, hogy f*(s)-et inverz Laplace
transzformaljuk (ILT), és megkapjuk a kiszolgalasi id6 eloszlasanak
az f(t) siiriségfiiggvényét. Ha az F(t) eloszlasfiiggvényre van
sziikségiink, akkor annyi a teendd, hogy f*(s)/s-et inverz
Laplace-transzformaljuk.

*(s) is racionalis tortfiiggvény, és a racionalis tortfliggvényeknek
az inverz Laplace-transzformaltja analitikusan is kiszamithato
parcialis tortekre bontassal.

Még egy aprésag: ugyan f(t) elvileg tobb informaciét tartalmaz,
mint a varhat6 érték (és f(t)-bél ki is tudnank szamitani
integralassal), de ha csak a varhaté értékre van sziikségiink, akkor
kozvetleniil a varhatd értéket kiszdmitani altalaban gyorsabb és
numerikusan stabilabb.
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