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A vizsga témai

Valésziniiségszamitas ismétlés, nevezetes eloszlasok, teljes
valészinliség tétel, teljes varhato érték tétel

Generatorfliggvény

Elagazé folyamatok

Poisson folyamat

Valésziniiségi koncentracids tételek

Diszkrét ideji Markov lancok

Folytonos ideji Markov lancok

Markov-sorok

Jackson-hal6zatok

Statisztika |: alapok, paraméterbecslés

Statisztika |: hipotézisvizsgalat, varhato érték tesztelése

Statisztika Ill: hipotézisvizsgalat, nemparaméteres prébak
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A/1. feladat

Egy szamitogépes programban egy véletlen, rekurziv rutin fut:
minden egyes részfolyamat véletlen szam(, dnmagaval megegyez6
alfolyamatot indit. Az inditott alfolyamatok szama 0, 1 vagy 2
lehet, melyek valdsziniisége rendre 0.4,0.2 és 0.4, a tobbi
részfolyamattdl fiiggetleniil. Minden egyes részfolyamat egységnyi
id6t vesz igénybe.
(a) Modellezziik a folyamatot eldgazé folyamattél. Mik az egyedek
és a leszarmazottak? A folyamat szubkritikus, kritikus vagy
szuperkritikus?

(b) Mennyi a valésziniisége annak, hogy a program elébb-utébb
lefut?

(c) Mennyi a program futasi idejének a varhaté értéke?
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A/1. feladat

Megoldas.

(a) Az egyedek a rutinok, és ha egy rutin elindit egy masikat, az a

kozvetlen leszarmazottja. Az utédeloszlas generatorfiiggvénye

1 1
G(z) =22+ 22 + 222
(2) =32 + 32 + 37,

vérhat6 értéke G'(1) = 1, igy a folyamat kritikus.
Kritikus folyamatokra a kihalas valdsziniisége 1, azaz annak a
valésziniisége, hogy a program elébb-utébb lefut, 1.
Kritikus folyamat esetén E(N) = oo, ahol N a teljes populacié
mérete, azaz a program a futasa alatt varhatéan végtelen sok
rutint indit, ami mind egységnyi ideig fut, azaz az eredeti
program futasi idejének varhaté értéke végtelen.
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A/2. feladat

Egy kis orszag elektromos halézatara 8000 kis fogyaszté és 2000
nagy fogyaszté kapcsolédik. A csiicsidei fogyasztasuk:
@ egy kis fogyaszté altal felvett teljesitmény legfeljebb 6000WV,
atlagosan 500W;
e egy nagy fogyaszté altal felvett teljesitmény legfeljebb
20000WV, atlagosan 4000W.

Mekkora legyen a halézat C sszteljesitménye, ha azt szeretnénk,
hogy a csiicsidsbeli fogyasztas legfeljebb 102 valésziniiséggel lépje
tal C-t?

Megoldas. Jeldlje S azt, hogy mennyi a csicsidébeli fogyasztas.
Ekkor
S=Xi+ o+ Xn,

ahol X; az i-edik fogyaszt6 altal felvett teljesitmény, és n = 10000.
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A/2. feladat

C értékét szeretnénk beallitani dgy, hogy
P(S>C) <1078

teljesiiljon.

A feltétel szerint n; = 8000 fogyasztéra

a1 =0<X; <6000 =5h n; = 8000 fogyasztéra, és
a =0<X; <20000 = by ny = 2000 fogyasztéra.

Tovabba

E(S) = 8000 x 500 + 2000 x 4000 = 12000000 (W).

Sztochasztika Horvath lllés Mintavizsga feladatok



A/2. feladat

Legyen C = E(S) + t; a Hoeffding-korlat alapjan

2¢2

P(S > C)=P(S>E(S)+t) <e mbi—ambr—a),

Allitsuk be t értékét agy, hogy a jobboldal 10728 legyen, azaz

2t2
8000(6000 — 0)2 -+ 2000(20000 — 0)?

= 81In 10,

ahonnan
t = 3166000,

és a halézat C Osszteljesitménye

C = E(S) + t = 15166000.
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A/3. feladat

Az ligyfelek sorbanallnak egy belvarosi ATM-nél. Az ATM-et
egyszerre egy lgyfél hasznalhatja, a tobbiek addig varakoznak.
Minden iigyfél atlagosan 1 percig hasznalja az ATM-et. Atlagosan
2 percenként érkezik egy ligyfél. Ha legalabb 2-en allnak az
ATM-nél (beleértve azt is, aki éppen hasznalja), akkor a tovabbi
érkezék egybdl tavoznak és nem jonnek vissza.

(a) Modellezziik az ATM-nél allék szamat folytonos ideji
Markov-lanccal. Mit kell feltenni, hogy teljesiiljon a
Markov-tulajdonsag? Mik a lehetséges allapotok? Irjuk fel a
generatort.

(b) Hosszi tavon atlagosan az id6 mekkora részében van az ATM
hasznalatban?

(c) A varakozast és a hasznalatot is figyelembe véve atlagosan
mennyi id6t tolt egy ligyfél az ATM-nél?
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A/3. feladat

Megoldas.

(a) Ha az tigyfelek érkezési folyamata Poisson-folyamat, és az egy
igyfél altal az automata hasznélataval eltoltott idé§ is
exponencialis eloszlasa (és fliggetlen minden mastél), akkor
teljesiil a Markov-tulajdonsag.

Az allapottér {0,1,2} aszerint, hogy hany tgyfél all az
automatanal.

A generator

~1/2 1/2 0
Q=] 1 -=3/2 1/2 |,
0 1 -1

mert atlagosan 2 percenként érkezik egy iigyfél — az érkezési
rata 1/2, a kiszolgalasi rata pedig 1.
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A/3. feladat

(b) Hossza tavon atlagosan az id6 mekkora részében van az ATM
hasznélatban? Kiszamitjuk a vg; = (xp x1 x2) stacionarius

eloszlast. Ez egy Markov-sor, igy teljesiilnek az egyensilyi
egyenletek:

1 1
§X0:1-X1, §X1:].-X27 xXo+x1+x =1,

ahonnan xp:x1 1 x0 =4:2:1, igy
v = (4/72/71)7),

és az id6 x; + xo = 3/7 részében van az ATM hasznalatban.
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A/3. feladat

(c) A varakozast és a hasznalatot is figyelembe véve atlagosan
mennyi id6t tolt egy ligyfél az ATM-nél? Little-formula alapjan

L= WD,
ahol L az atlagos sorhossz:
L=0-x+1-x+2 x=4/7,

Ae az effektiv érkezési rata, amibe nem szamitanak bele azok
az ligyfelek, akik akkor érkeznek, amikor tele van a sor:

3
de=(1—x)A=2,
(1—-x) =

és igy az atlagos ATM-nél toltott id6:

~

W=1L/\ = 3 (perc).
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A/4. feladat

Egy aton Poisson-pontfolyamat szerint haladnak el az auték,
ismeretlen A (auté/perc) rataval. 5 diszjunkt 2 perces
intervallumban megszdmoljuk az elhaladé autékat, és a kdvetkez8
mintat kapjuk: 4, 3, 1, 0, 4. Adjunk a minta alapjan maximum
likelihood-becslést vagy momentum-becslést \ értékére. Elég az
egyik médszerrel, barmelyik valaszthaté. (Figyeljink a megadott
informacidkra és a kérdésre!)
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A/4. feladat

1. megoldas. A 2 perc alatt érkez6 autok szama POI(2)) eloszlasq,
ez a hattéreloszlas. A momentum-becsléshez sziikségiink van a
varhaté értékére: X; ~ POI(2)) esetén

g(A) = Ex(X1) = 2),

és igy
gt (x) = x/2,

és a momentum-becslés az x = $(4+3+1+0+4) =24
mintaatlag alapjan

A=gt(®x)=x/2=12.
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A/4. feladat

2. megoldas. A maximum likelihood becsléshez sziikség van a
likelihood fliggvényre:

SN oy (20 oy (20 o (2N)° o (20 o)
tN="re " 3re e e ae

)\12

:Teqox,

a log-likelihood fiiggvény pedig

¢(X) = —log(C) + 12log(A) — 10A.
(A C egy pozitiv konstanst jeldl, a pontos értéke lényegtelen.)

d 12
—Al(\)=——-10=0,

dA (N) A

aminek egyetlen megoldasa A = 1.2, ami a A > 0 lehetséges
paramétertartomany belsejében van, Ggyhogy ez a

maximume-likelihood becslés.
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A/5. feladat

Amikor valaki elvégez egy 1Q tesztet, az eredmény véletlenszerd,
melynek varhaté értéke a valédi 1Q, szérasa 4. Jonas azt allitja,
hogy az IQ-ja 120. Ennek bizonyitasara elvégez 5 kiilonb6z6 1Q
tesztet, melyek eredménye rendre 118, 116, 119, 119, 118.
Teszteljiik 95%-os szinten azt a hipotézist, hogy Jénas 1Q-ja 120,
azon hipotézis ellenében, hogy az 1Q-ja nem 120.

Megoldas. A varhato értéket teszteljiik; a proba, amit végziink:
@ u-préba, mivel ismert a széréas;

@ egymintas, mivel a minta varhato értékét teszteljiik ismert
érték ellen;

o kétoldali, mivel az ellenhipotézis az, hogy J6nas 1Q-ja nem 120.
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A/5. feladat

Az ismert széras o = 4, a varhaté érték m ismeretlen. A hipotézis
és ellenhipotézis:

e Hy: m=120;
e Hi: m#120.
Kiszamitjuk a statisztikat:
— 120
y="* “\F_74 V5 ~ 1.118.

Kiszamitjuk a kvantilist. A konfidenciaszint 95%, igy ¢ = 0.05, és
Uejp = ¢~ 1(0.975) = 1.96.
A préba:
u=1.118 € [~u. 3, Uz o] = [~1.96,1.96]

teljesiil, igy elfogadjuk Hg-t, miszerint Jénas 1Q-ja 120.
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B/1. feladat

Béla egy videdjatékkal jatszik, amelyben atlagosan 10 percenként

zsakmanyol fegyvert és 5 percenként aranyat.

(a) Mekkora az esélye, hogy el6bb zsdkmanyol fegyvert, mint
aranyat?

(b) Minden egyes zsakmanyolt fegyver 10% eséllyel jobb, mint a
jelenlegi fegyvere. Mekkora a val6sziniisége, hogy a kovetkez8
3 6ra jaték alatt talal jobb fegyvert, mint a jelenlegi?

(c) Mekkora az esélye, hogy a kdvetkez8 30 perc alatt csak
aranyat zsakmanyol (beleértve azt az esetet is, hogy semmit
sem zsdkmanyol)?
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B/1. feladat

(a) Mekkora az esélye, hogy el6bb zsakmanyol fegyvert, mint
aranyat?

Az aranyak folyamata PPP(1/5), a fegyverek folyamata
PPP(1/10) (a ratak mértékegysége 1/perc). A két folyamat
fiiggetlen, igy az uni6juk, vagyis az dsszes zsakmany folyamata
PPP(3/10), és minden egyes zsakmany % =2/3
valésziniiséggel arany és 1/&%
fegyver (a tobbitsl fiiggetleniil).

= 1/3 valésziniiséggel

Az, hogy elébb zsakmanyol fegyvert, mint aranyat, pont
ugyanaz, mint az, hogy a kovetkez8 zsakmany fegyver, igy a
valésziniisége 1/3.
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B/1. feladat

(b) Minden egyes zsakmanyolt fegyver 10% eséllyel jobb, mint a
jelenlegi fegyvere. Mekkora a val6szintisége, hogy a kdvetkezd
3 6ra jaték alatt talal jobb fegyvert, mint a jelenlegi?

A jelenleginél jobb fegyverek folyamata ritkitassal kaphaté meg
az Gsszes fegyverek folyamatabdl, igy az egy

PPP(1/10-1/10 = 1/100). Ha X a 3 éra (180 perc) alatt
talalt fegyverek szama, akkor X ~ POI(180-1/100 = 1.8), és

1.8
P(X>1)=1-P(X=0)=1- O—?efl-g ~ 0.8347.
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B/1. feladat

(c) Mekkora az esélye, hogy a kovetkez8 30 perc alatt csak
aranyat zsakmanyol (beleértve azt az esetet is, hogy semmit
sem zsakmanyol)?

Az, hogy csak aranyat zsakmanyol, pont ugyanaz, mint az,
hogy nulla fegyvert zsakmanyol. Legyen Y a fegyverek szama
30 perc alatt; Y ~ POI(30-1/10 = 3), és

30

P(Y =0) = ae*3 = 0.0498.
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B/2. feladat

Egy éttermi fogadasra 400 vendéget varnak, és kétféle menii lesz: A
és B. Az A meniibgl 220 adagot tudnak késziteni, a B meniib&l 500
adagot. Minden vendég (egymastdl fiiggetleniil) 50 — 50% eséllyel
valaszt A illetve B meniit. Mekkora az esélye, hogy nem jut
mindenkinek abbél, amit szeretne?

Megoldas. Legyen X; = 1, ha az i-edik vendég A meniit kér, 0, ha
B meniit. Ekkor S = X1 + - - - + X,, vendég kér Gsszesen A menlit,
ahol n = 400.

Pontosan akkor kaphat mindenki olyan meniit, amit szeretne, ha
S < 220.
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B/2. feladat

Megbecsiiljik P(S < 220) értékét. Ehhez sziikségiink lesz a
kovetkez6 paraméterekre:

1 1

o= D(Xa) =\ E(X?) — (E(X))? = \/; 02 4 % 12052 =05,

Végiil a CHT alapjéan

S—nm 220 — nm
P(5§220):P< e )
220 — nm 220 —400-0.5
~ ¢ <O'ﬁ ) =¢ (0'5 /200 > = ¢(2) = 0.9772,

és igy annak a valésziniisége, hogy nem jut mindenkinek abbdl,
amit szeretne,
1 —-0.9772 = 0.0228.
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B/3. feladat

Egy vasaron az arcfesté miivész kétféle mintat fest: tigrist vagy

pillangét. Egy tigrist 10 perc alatt fest meg, egy pillangét 20 perc

alatt. Minden egyes gyerek 2/3 eséllyel azt a mintat kéri, amit az
el6tte 1évs, 1/3 eséllyel a masikat. Hossza sorban allnak a gyerekek,
az arcfest6 folyamatosan dolgozik.

(a) Modellezziik az arcfests tevékenységét diszkrét ideji
Markov-lanccal! Mik az allapotok? Irjuk fel az
atmenet-valésziniiség matrixot.

(b) Hossza tavon az idé mekkora részét tolti tigris festésével?

(c) Az arcfest egy tigrisért 1800 forintot kér, egy pillangéért 1200
forintot. Mennyi az atlagos bevétele 8 éra alatt?
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B/3. feladat

Megoldas.

(a) Modellezziik az arcfestd tevékenységét diszkrét idej
Markov-lanccal! Mik az allapotok? Irjuk fel az
atmenet-val6sziniiség matrixot.

Osszuk fel az id6t 10 perces id6egységekre. 3 allapot lesz:
tigris, vagy pillangé elsé fele, vagy pillangé masodik fele. Az
atmenetvaldszinliség-matrix:

2/3 1/3 0
P=| 0 o0 1
1/3 2/3 0
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B/3. feladat

(b) Hossza tavon az idé mekkora részét tolti tigris festésével?
Kiszamitjuk a vsx = (x1 x2 x3) stacionérius eloszlast. A

vst P = v egyenlet kifejtve:

2/3X1 + 1/3X3 = X1
1/3X1 —|—2/3X3 = X2
X2 = X3

x1+x2+x3=1,

oo (111
t=\333)"

Hossza tavon az id6 1/3 részét tolti tigris festésével.

aminek a megoldasa
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B/3. feladat

(c) Az arcfest§ egy tigrisért 1800 forintot kér, egy pillangdért 1200
forintot. Mennyi az atlagos bevétele 8 6ra alatt?

Ergodtételt alkalmazunk; a tigris allapothoz rendeljiink 1800
forintot, a pillangé elsé feléhez 0-t, a masodik feléhez 1200
forintot. Ekkor az ergodtétel miatt a hosszi tava atlagos
bevétele id6egységenként

1/3-1800 +1/3-0+1/3-1200 = 1000 (forint).
Viszont a kérdés az, mennyi az atlagos bevétele 8 6ra alatt. Az

id6egység 10 perc, 8 6raban Osszesen 48 idGegység van, igy
alatta az atlagos bevétele 48000 forint.
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B/3. feladat

2. megoldas.

(a) Lehet masképp is modellezni diszkrét idejii Markov-lanccal.
Legyen egy lépés egy minta megfestése (ekkor ugyan a 1épések
nem egyforma ideig tartanak, de sebaj, ezt majd figyelembe
vessziik kés6bb).

2 allapot van: tigris, vagy pillangé. Az
atmenetvaldsziniiség-matrix:

S
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B/3. feladat

(b) Hosszi tavon az idé mekkora részét tolti tigris festésével?

A stacionarius eloszlas ezattal
vee = (1/2 1/2),

ami azt jelenti, hogy hosszi tdvon atlagosan ugyanannyi
pillangét fest, mint tigrist.

vst-t sllyozzuk azzal, mennyi id6t tdlt el egy tigrissel illetve
pillangéval:

_ 1/2-10 1/2-20 B
Ust = (1/2-10—|—1/2.20 1/2.10+1/2_20> =(1/3 2/3),

azaz atlagosan az id6 1/3 részét tolti tigris festésével.
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B/3. feladat

(c) Az arcfest egy tigrisért 1800 forintot kér, egy pillangéért 1200
forintot. Mennyi az atlagos bevétele 8 éra alatt?

Az ergodtétel alapjan az egy mintara es6 atlagos bevétele
1/2 1800 4 1/2 - 1200 = 1500 (forint).
Szintén az ergodtétel alapjan egy minta atlagosan
1/2.2041/2-10 = 15

percig tart, igy 8 6raba atlagosan 32 minta elkészitése fér bele,
és a 8 6ra alatt az atlagos bevétele

32 x 1500 = 48000 (forint).
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B/4. kérdés

Az alabbi halézatban mindharom szerver FIFQ, a kiszolgalasi
ratajuk rendre ug =2, ug =3, uc = 1.

(a) Stabil-e a halézat? Aciklikus-e a halézat?
(b) Mekkora az egyes szerverek terheltsége?

(c) Egy kivillrgl B-be beérkezs igény atlagosan mennyi id6t tolt a
rendszerben?
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B/4. feladat

Megoldas.

(a) A halézat aciklikus, A, C, B sorrendben véve a szervereket. Az
egyes szerverek beérkezési ratdja igy sorban expliciten
szamolhaté:

Aa =74 =16,
Ac =054 =0.8,
A =78 + 0524+ 0.5\ =0.8+0.8+ 0.4 =2.0.

A stabilitas feltétele:

Aa =16 < pag=20,

Ac =0.8 < puc =1.0,

Ap=20<pug=30
teljesiil, igy a hal6zat stabil.
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B/4. feladat

(b) Mekkora az egyes szerverek terheltsége?

Megoldas.

PA = /\A/,uA = 1.6/2.0 = 0.8,
pc = Ac/pc = 0.8/1.0 =0.8,
pB = Ag/pc = 2.0/3.0 = 0.667.

(c) Egy kiviilrgl B-be beérkezs igény atlagosan mennyi id6t tolt a
rendszerben?
Megoldas. Egy kiviilr§l B-be érkezé igény csak a B szerverben

tolt el id6t. A B szerver sora M/M/1 tipusi, igy az atlagos
sorban toltott id6

1 1

= = 1.
g — g 3.0-20
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B/5. feladat

Egy irodahazban a tiizriadék Poisson-folyamat szerint torténnek,
ismeretlen \ (tlizriadé per hénap) rataval. Feljegyeztiik az egymast
kovet§ tiizriaddk kozott eltelt napok szamat, amire a kdvetkez8
minta adédott: 7, 12, 44, 29, 28. A minta alapjan adjunk
maximum-likelihood becslést \ értékére. (Egy hénapot tekintsiink
30 napnak.)
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B/5. feladat

Megoldas. A hattéreloszlas az érkezési id6koz, ami EXP()A). A
minta likelihood-fiiggvénye

LA) =de ™ ... Ae M =
)\5e7)\(X1+"'+X5) — )\567120)\.

A log-likelihood fiiggvény

() =5log X — @
A
A
d 5
— =—-—120 =
d)\ﬁ()\) 3 0=0

egyenlet egyetlen megoldasa A = 1/24 (tdzriadé/nap), vagy az
eredeti kérdésre atvaltva 30/24 tizriadé/hdnap, ez a maximum
likelihood becslés.

0/8
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