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1. fejezet
BEVEZETES

1.1. A sokfelhasznaldos hirkozlés motivacioi

1. Informécié tovabbitdsi szempontok

e barkit, barmikor (késleltetés és korlatozas nélkiil), barhogy
e mindség, meghizhatdsag (kapesolat lehetdség, létrehozds, fenntartds)

e de olcson
2. Problémak

e novekvo szamu felhasznalé — novekvo informacié mennyiség

e az igények véletlenszertien keletkeznek (nagy dinamika, nem stacionarius)
e egyre nagyobb tavolsaghan — miszaki és forgalmi konfliktusok

e egyre tobbféle igény (beszéd, adat, ...; pont-pont, multipont-multipont)

e novekvo tarsadalmi fiiggdség!
3. Kommunikacios halézatok sziikségessége

e nyilvanvaléan nem lehetséges az igények pontparonkénti kielégitése, mivel
kis kihasznéltsagu (draga), bonyolult felhasznaldéi pontok (miiszakilag kivi-
hetetlen), korlatozottak az eréforrasok,

o specialis gazdasagos rendszer, halozat szikséges, amely egységes
hozzéaférést biztosit a felhaszndlok szamaéra, koncentralja az egyedi (kis)
felhasznaldi forgalmakat, nagy kihasznaltsagu halozati eroforrasokat biz-
tosit
— megosztott er6forrasok, tobbfelhasznalés megoldasok



‘ Funkecio ‘ Vezérlés ‘ Kapcs. mod ‘ Név ‘ Altipus ‘ Alk. ter.
Alaptechnolégiak FDMA
TDMA
CDMA
FDM
TDM
Hozzatérési sémak | Centralizalt | Aramkor- EAMPS Cellas
kapesolt GSM telefon
I5-95
Csomag- Polling és Vezetékes
kapcsolt probalkozas LAN
Helyfoglal. | FPODA Satellite
PDAMA
Elosztott Csomag- Polling és Vezetékes
kapcsolt probalkozas LAN
CSMA CSMA/CD
CSMA/CA | Vezetéknélk.
BTMA MACA LAN
MACAW
Token ring | FDDI Vez. LAN
ALOHA Egysz. Satellite
ALOHA S-ALOHA
ALOHA R-ALOHA

1.1. tablazat:

1.2.

1.2.1.

1. T6bbszoros hozzaférés (multiple access)

T6bbszoros hozzaférési megolddsok osztilyozdsa

Tomegkiszolgalasi modellek helye

Specialis halézati funkcidk és tomegkiszolgalasi prob-
lémaik

o funkcid: kozos erdforras(ok) igénybevételének szervezése kettd vagy tobb

felhaszndld szamara

e osztalyozas: 1d. 1.1. tablazat




‘ ‘ Osszekottetésmentes ‘ Osszekottetés-orientalt

Csomagkapcsolas | internet router ATM kapcsold

Aramkorkapcsolas Tavbeszéld kozpont

1.2. tablazat: Kapcsoléelemek osztalyozdsa

2. Kapcsolds (switching)
o funkcid: eljaras (folyamat), amelynek révén egy haldézati elem (kapcsold)
az egyik bemenetére érkez6 adatot az egyik (adott) kimenetére juttatja

e osztalyozas:
3. Utemezés (scheduling)

o funkcio: vélasztasi lehetoség esetén a sorra kerilo igény kivélasztasa
o elvi lehetdségek:

— munkameg6rzés, nem munkamegorzés

— kiszolgalasi elv: FIFO (first come first out), FCFS (first come first
serve), LIFO (last come first out), LCFS (last come first serve), RO
(random order), RR (round robin), (PR) prioritasos PS (processor
sharing)

— sorrrendezési korrektség (fairness)

— utemezési korlatok: 1do, savszélesség, késleltetés ingadozas
4. Azonositas és cimzés (naming & addressing)

o funkcio: célfelhasznalé azonositasa, utvonal megtalalas tamogatasa

o tomegkiszolgaldsi szerepe kisebb
5. Utvonalvalasztas (routing)

o funkcio: dtvonal megtalalasa
e osztalyozas:

— hierarchikus, nem hierarchikus
— fix, dinamikus, adaptiv
— korlatok: szakasszam, tavolsag

o tomegkiszolgaldsi szerepe nagyon jelentos lehet



6. Hibajavitas (error control)

o funkcié: hibafelismerés és javitas nem idealis
o sokféle megoldas

o tomegkiszolgaldsi szerepe indirekt: pluszinformdcio dran - ismétléscsokken-
tés

7. Flow control (flow control)

o funkcio: forras csomagkiildési sebességének halozathoz igazodasa
e sokféle megoldas (TCP, ATM)

o tomegkiszolgaldsi szerepe indirekt: “forraslassitds” dran - hdlozaton belili
vagy végponti konfliktus csokkentés

8. Forgalom menedzsment (traffic management)

o funkcio: halézati tevékenység a hatékonysag novelésére
o CAC, arképzés (pricing), erdforras allokdcid, litemezés, jelzés, uni-, multi-

cast, "szerzoédés-moédositas” (renegotiation), stb.

1.2.2. Haloézati funkcidkhoz kapcsolédé tomegkiszolgalasi
problémak

1. sziikséges erdforrds (csatornakapacitas, kapcsoléméret, puffer, stb.) men-
nyiségének meghatarozasa, minimalizalasa

2. felhasznéalék szamanak meghatarozasa, maximalizalasa

3. teljesitményjellemzék  (torlddads, késleltetés,  stabilitds, korrektség)
meghatérozasa (elkeriilése, felolddsa, minimalizéldsa:

Megjeqyz€s: a hdrom szempont kapesolata!



019 018 C? Cll

Sorbanéallasi rendszer

1.1. dbra :  Sorbandllsi rendszer, mint fekete doboz

1.3. Sorbanallasi rendszerek jellemzése

1.3.1. Sorbanallasi rendszer, mint fekete doboz

1. Sorbanalldsi rendszer, mint fekete doboz: C,: az n. igény (Id. 1.1. dbra)

2. Formalizalt felirds, egyetlen sorra, de altalanosithaté is: (ld. 1.2. abra)

1.3.2. Az igények érkezési folyamata
1. 7,: az n. igény érkezési idépontja (véletlen valtozé — v.v.)
2. t, =T, — Th_1: az n. igény érkezési idokoz — véletlen valtozo — v.v.
3. A,(t) = P(t, < 1): az n. érkezési idokoz eloszldsa, atlaga a,
4. a(l): az érkezések szama a (0,1) intervallumban — v.v.

a(t)

b. atlagos érkezési rata a (0,1) intervallumban: A\, = — Vv

6. pillanatnyi érkezési rata: a realizacionkénti jellemzok vdarhato értéke

A(t) = lim E(M)

At—0 At

7. specialis eset: A(t) = A, V t-re, ekkor 75lim At = A s teljesiil
—+00



STL
Cn—l Cn Cn-|-1 Cn_|_2
A A A A
Ln e Tntl Tp42
% 1 Kiszolgaldegység
STL
Co|Copr [ Cara 1d6 ,
w?’L
TnTn41 Tpi2
A “ nh A = SOI’
tn—l—l tn+2
Cn Cn—l—l Cn—|—2
X(t)
ib—l_L
t
U(t)
t
Tn Tp41 Tn+2

1.2. dbra : Egycsatornas témegkiszolgdlasi rendszer részletes idédiagramjanak egy
realizacidja



1.3.3. Az igények tavozasi folyamata

1.

2.

x,: az n. igény kiszolgalasi ideje — v.v.

B,(z) = P(x, < x): az n. kiszolgalasi id6 eloszlasa, b, , @,
w,: az n. igény varakozasi ideje — v.v. w,

S, = W, + x,: az n. igény rendszerben eltoltott ideje — v.v., s,
d(t): a tavozasok szama a (0,t) intervallumban — v.v.

5(t

atlagos tavozasi rata: Sy = —= — v.v.

1)
)
t

. pillanatnyi tavozasi rata: a realizdcionkénti jellemzok vdarhato értéke

S(t) = lim E(2H40=50)

At—0 At

specidlis eset: S(t) = S, Y t-re, ekkor 7511}1&(1 Sy = S is teljesiil

1.3.4. Tranziens és egyensiilyi kiszolgalasi rendszer jellemzok

. X(t): a rendszerbeli igények szama a ¢ idopontban — v.v.

X = limio X(1): rendszerbeli igények szama — v.v.

. Xyu(t): a varakozé igények szama a t idépontban — v.v.

Xy = limy o Xy(t): varakozo igények szama — v.v.

. Xs(t): a kiszolgalas alatti igények szama a ¢ idépontban — v.v.

X = im0 Xs(t): kiszolgdlas alatti igények szama — v.v.

U(t): a munkahatralék a ¢ idépontban — v.v.
U = limy—eo U(t): munkahatralék — v.v.



1.4. Alaposszefuggések

1.4.1. Input és output jellemzok

1. Stabil sorbanéllasi rendszerre, ha léteznek a p; = 75limP(X(t) = 1), Vi egyenstlyi

—+00
allapotvaloszintiségek, tovabba teljesil, hogy

e a pillanatnyi érkezési rata:
. . a(t+A)—a(t . . . ’
Alt,1) = Al}:r—{loE(% | X(t) = z) = A1), Vi, i-re és
e a pillanatnyi kiszolgalasi rata:

p(ti) = lim B(AE80200 | X (1) = i) = pu(i), Vi, ire

0 A

2. akkor egyensulyi allapotban

e a varhaté érkezési rata:

A= 5\ = tliglo)\t = Z)\ZpZ (11)
e a varhatd tavozasi rata:
S=5= }E?osf = wipi (1.2)

3. alkalmazas M/M/1 rendszerre:

o a varhato érkezési rata: A =3, \ip; = Ay, mivel \; = A, Vi

e a varhaté tavozasi rata: S = 3, pipi = (1 — po), mivel p; = p, ¥i >0

1.4.2. Folyamegyensily

1. Veszteségmentes, stabil sorbanéllasi rendszerre, ha létezik A = 75lim M és S =
—+00

7511}1&(1 St, akkor teljestil az alabbi folyamegyensily (flow-balance):
S=2A (1.3)

2. alkalmazas M/M/1 rendszerre:

o S =u(l—=po)=XA=2A,, ahonnan po =1— XA,/



1.4.3. Little formula

1.

3.

Veszteségmentes, munkamegdrzé (work-conservative), rendszerre, ha létezik
A= limA és T = 75limT,5, (ahol T; az igények &ltal a rendszerben eltoltott
—+00

t—00
atlagos id6 a (0,¢) intervallumban), akkor

X =T (1.4)

. bizonyitas: (Kleinrock)

a(l): az érkezések szama a (0,¢) intervallumban (I1d. elobb)
e J(1): a tdvozasok szdama a (0,1) intervallumban (Id. elobb)
e ha X(0) =0, akkor X () = a(t) — (1)

[
)

= az atlagos érkezési intenzitas a (0,¢) intervallumban (1d. elébb)

o (t): az a(t) és 6(1) gorbék kozotti tertilet nagysdga a (0,¢) intervallumban
(az igények dltal a rendszerben eltéltott osszidd) — v.v.

o Ti: egy realizdcié igényei éltal a rendszerben eltoltott atlagos idé a (0,¢)
intervallumban — v.v.

t

4

t)

o X;: egy realizdcié soran a rendszerben tartézkodé igények atlagos szama
a (0,t) intervallumban — v.v.

2

2

(1) _ T aft) _ Ty M t

Xt:
t t t

:)\t Tt

amibol a kiindulé feltételekkel a formula kovetkezik.
alkalmazas részrendszerre:

o kiszolgdld egységre:

=<
w

I
poT
81

(1.5)

e varakozasi sorra (puffer):

gX
Il

>
=

(1.6)



w x
2
— .
\
~)
X (t) Xs(t)
X(t)

1.5. Teljesitmény jellemzok meghatarozasa

1.5.1. Teljesitmény jellemzok értelmezése
1. felhasznaléi szemponthdl
e atvitel (throughput):
— 0(1): a tavozdsok szama a (0,1) intervallumban — v.v.

3(1)

atlagos tavozasi rata a (0,1) intervallumban: S; = Vv

pillanatnyi tavozasi rata a realizdcionkénti jellemzok vdrhato értéke:

S(t) = lim E(AH20=00)

At—=0 At
— specidlis eset: S(t) =5, V ¢, ekkor lim;_,, S; = S is teljesiil
e rendszerben eltoltott id6 (sojourn time): s, (eloszlds, momemtumok,
varhaté érték)
o igényvesztés valdszinisége:
P(az igény nem kap kiszolgalast feltéve, hogy igény érkezik)

o kiszolgdlas korrektsége: atvitel, valaszido, blokkolasi valoszintség igény-
tipustdl, konkrét igénytdl valo fliggetlensége (fairness)

10



2. szolgaltatdél szempontbdl
e kihaszndltsig (1d. ergodicitas): egy kiszolgald esetén:
p = P(akiszolgald egység foglalt), tobb kiszolgdlé esetén a
kiszolgalonkénti kihasznaltsagok atlaga.
e rendszerbeli, varakozoé sorban allg, kiszolgalas alatti igények szama (elosz-
las, momemtumok): X (), X, (¢), Xs(¢),---
3. szempontok ellentmondasa (feloldas: draga, de legaldbbis bonyolitd)

o az "atlagra méretezett”, ezért nagykihasznaltsagi, egyszert kiszolgdlasi
elvii hdlézat lenne a legolcsobb

e a felhasznaldk szamara gyors vélaszidejl, kisveszteségll, azaz til-("csics-
terhelésre” ) méretezett halézat lenne idealis

o a veszteség csokkentheté nagyobb sorok (puffer) alkalmazasaval, de ez
noveli az atlagos valaszidot is

o az egyes felhasznalok szeretnék, ha ok elonyt élveznének, de ehhez bonyo-
lult kiszolgalasi elvi és szamlazasi rendszert szolgaltatas sziikséges

1.5.2. Teljesitmény jellemzok szarmaztatasa
1. kihasznaltsag:

e egy kiszolgdlegység (csatorna) esetén

p=P(X>0)=1—-po=X,=)2z (1.7)
e t6bb (c) kiszolgdldegység (csatorna) esetén
c—1 %]
A kBt ) o
XS k=0 k=c A
¢ ¢ ¢

2. igényvesztési valoszintség: ¢ kapacitasu rendszer esetén

E(elveszé igények szama)

, = P(az igény elveszik | igény érkezik) = :
P (az igény |igény ) E(érkezé igények szama)
> pi E(elveszd igények varhaté szama | k igény van a rendszerben)
_ k=0
> pi E(érkezé igények véarhaté szama | k igény van a rendszerben)
k=0

(1.9)
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3. Poisson érkezés (A(f,1) = A, Vt,1) esetén

A pe A pe
Pv = —= = P (1.10)
)\Z Pk
k=0
4. veszteséges rendszerre:
e a folyamegyensiily: B B
S=(1—=p,)A (1.11)
o a Little formula: B
X=(1-p)AT (1.12)
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1.6. A targy feladatanak pontositasa

1. Modellezési és analizis kérdések
a targy keretében csak azok eqy kis része

o a vizsgalhatd sztochasztikus folyamatok kore

e a modell szarmaztatasa a rendszer paramétereibol

o a teljesitményjellemzok szarmaztatdasa a modellbol

2. Fontos a kétféle szempont megfigyelése, felismerése

o felhasznaléi oldal:

— kommunikéciés protokoll jellemzok: miikodési, kiszolgalasi elvek (pl.
prioritds), bonyolultsag — (pl. szinkronizdcid), lehetséges kiszolgaldsi
konfliktusok (pl. veszteség, késleltetés) és feloldasuk, korrektség

— igény kielégitési jellemzOk:  rendszerben eltoltott (kiszolgaldsi,
varakozasi) 1d6 (eloszldsa), sikertelen kiszolgalas (kezdeményezés,
megszakadas) valdszintlisége

o szolgaltatdi oldal:

— igényforrasok jellemzoi: szamuk, homogenitds — inhomogenitas

— igények jellemzdi: keletkezési idopont (folytonos vagy diszkrét),
generdldsi 1dokoz eloszlasa (momemtum - varhaté érték), nagysdg
(erdforrds pl. savszélesség- vagy iddigény, csoportméret)

— eroforrasok kihasznéltsaga: koltség - bevétel

13
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2. fejezet
MATEMATIKAI ALAPOK

2.1. Valoszinlségszamitasi osszefoglalé

2.1.1. Ismertnek feltételezett fogalmak
1. Valdszinuségszamitas

e folytonos, diszkrét eloszlasi véletlen valtozé (v. v.)
e folytonos, diszkrét eloszlasi v. v. momemtumai, varhaté értéke
o feltételes eloszlas, feltételes varhato érték, fuiggetlenség

o valdszintiségi valtozok osszegének varhato értéke, eloszlasa, konvolucid
2. Sztochasztikus folyamatok

e sztochasztikus folyamat:
Legyen: {X(¢,),i=1,2,---.n}, 2; € S, t; € T, egy véletlen folyamat és
jelolje P(A) az A esemény bekovetkezésének valdszintségét. Ekkor

Fy(;t) = P(X(1) < a1, X(t2) < 220+, X (1) < 2,) (2.1)

véges dimenzids eloszlasokkal lehet a sztochasztikus folyamatot egyértel-
muen megadni.

o ' paramétertér (diszkrét, folytonos)
e S mintatér — allapot (diszkrét, folytonos)

15



3. Sztochasztikus folyamatok néhany tulajdonsaga kapcsolatban

e stacionarius: eltolasinvarians
— erbsen
Fx(a;t) = Fx (@t + At)
— gyengén (n <2) —pl. n=1

pilt) = P(X(1) = 2) = iVt 2, € §

e ergodikus: stacionarius folyamatra, ahol X (¢) = X, V¢
7az 1doatlag megegyezik a sokasagi atlaggal”

Altaldban feltesszik, hogy teljestulnek. Ha valamelyik nem teljesul, azt kilon
hangsilyozzuk.

2.1.2. Néhany nevezetes eloszlas

1. nevezetes diszkrét eloszlasok:

o determinisztikus eloszlas: n = valamely v. v.

P(n=a) =1, a < oo tetszés szerinti egész vagy valds szam

e geometrial eloszlas:
p = esemény bekovetkezésének valdszintisége egy adott kisérletben
n = az esemény az n. fuggetlen kisérlet soran kovetkezett be
P(y=n) = (1—p)""p. >0

Py >n)= > (1= p=(1=p/'p 3= p) = (1= p)

k=n+1

A geometriai eloszlas orokifjusaganak megmutatasa:

Py =k+ Ak >k
Ply= b+ Ak |y > k) = 2 P(n > k) -

Pn=k+Ak)  (1—p)*2Tp Ak—1
Pu=k (—pr TP
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o Bernoulli eloszlas: n = egy ”Bernoulli kisérletben” egy esemény
bekovetkezésének szama

Pin=1)=p, Plp=0)=1-p, P(n>1)=0

e binomialis eloszlas:
n, = n fuggetlen kisérletbdl bekovetkezett események szama

e Poisson eloszlas: binomidlis eloszlasbhol
n = li_>m n, = n fuggetlen kisérletbdl bekovetkezett események szama

2. nevezetes folytonos eloszlasok:

B 1
b—ua

e exponencialis eloszlas: 17 = egy esemény elsé bekovetkezésének idopontja,

e egyenletes eloszlas: f(t)

Plp<t)=1—-e™ Pnp>t)=e

Az exponencialis eloszlas orokifjusaganak megmutatasa:

Pin>t+At,n>t) Pn>t+ At
Pn>t+At|n>t)= PO = 1) = P> 1) =

—A(t+AY)

[§

_ e—/\At

e—At

2.1.3. Valésziniiségi valtozok minimuma, maximuma
1. valészintuiségi valtozék minimumanak eloszlasa:

o legyen adott n valdszintségi valtozo, =, 1 =1, ...
e az egyes valtozdk eloszlasfliggvénye: F;(1) =P(r, < ), 1 =1,...,n)

o T=mun; 7,0 =1,...,n
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o kérdés: F,.,(1) =P(r < 1)
e megoldds: Fi,(t) =P(r < t)=P(min, 1 < t)=

L —=P(min;, 7, > t)=1-P(r;, > t,Vi)

Ha a 7; valdszintiségi valtozok mindegyike fuggetlen egymastol:

(Nem tul szigori feltétel, mivel csak az elsé eseményig kell teljesilnie)

n n

me(t)zl—f[P(n > ) =1-JJ1-P(r, < t)=1-JJ(1 = F(1))

amibdl

1= Fom(t) = H(l — Fi(1))

Ha 7 (Fi(t) =P(r; <t)=1—e M i=1,---.,n ) exponenciélis eloszlas,

akkor Fi.(t) = 1 — He_A”L = 1 — e ™M is exponenciglis, A = Z)‘i
paraméterrel

Har (P(k)=P(r; = k)= (1—p;)*'p;, i = 1,--+,n) geometriai eloszlas,

akkor Fin(k) = P(r <k) =1-— (H(l —pi))k =1-(1 —p)k is geome-
=1
triai, és
1—p=]I0-p)
=1
2. valoszintségi valtozok maximumanak eloszlasa:

o hasonlo lépésekkel: fiiggetlenséget feltételezve
Frao(t) = [[P(ri < 1) =] Fi(t) (2.2)

(A fiiggetlenség sokkal szigoribb feltétel, mint a minimumndl, mivel ekkor annak
az utolso eseményig kell teljesilnie!)
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2.1.4. z-transzformacid

Ha da > 0, hogy li_>m f—n =0, és |z| < 1, akkor létezik az f, sorozat
n—oo qmn

n=0
z-transzformaltja.

1. A z-transzforméacié néhany tulajdonsaga:

e Sorosszeg: I'(1)=>_f,
n=0

o Kezdetiérték-tétel: F'(0) = fo
o Hatdarérték-tétel: £1_r>%(1 —z)F(2) = Jggofn

Kozépérték-tétel 1alkF() 1
o - N =

bzépérték-tétel: -7 F(z B &

e Konvolicids tétel: h, = f, @ g, = X i fxgn—r — H(z) = F(z) G(2)

2. z-transzformécié alkalmazasa (generatorfiiggvény) diszkrét eloszldsokra
e Adott a n valészintiségi valtozo, pr = P(n =k), k =0,1,2,---,> py =1
k=0
eloszlas.
o P(z)=FE(") = Zpkzk
k=0

1 d*

e El6zékbol: P(1) =1, P(0) = po, gﬁp(z) B = g
PR d -
e Varhaté érték: P'(z)|._, = —P(2) =Y kpr = E(n)
. dz z=1 k=0
02
e Magasabb momemtumok meghatdrozasahoz: P"(z)| _, = ﬁp(z) =
z

S (k= 1) = XK= 3 ke = BOP) — By

e Konvolicids tétel (eloszlasra): h, = f, @ g, — H(z) = F(z) G(z)
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3. példak a z-transzformacié (generatorfiiggvény) alkalmazasara

e determinisztikus eloszlas (diszkrét értékre):
- Pz)=z"E(n)=n

e geometrial eloszlas:

o0 o0

D YR R e T
_ Cpl=(=pa)t+pl=p|  pPp—p* 1
E(n) = (1 —=(1—=p)z)? _ = e = ;

Bernoulli eloszlas:

P(z)=1-p+pz, E@n)=p
e binomialis eloszlas:
n n B B
- P(z) =) (k)pk(l —p)" T = (L= p ),
k=0
lasd. n db. Bernoulli eloszldsu v.v. 0sszege

— E(n) = np(1 —p+p)""| _ =np

e Poisson eloszlés:
R = ) AV =]
P(z) = ;;) e e =e , E(n) = Me = At

2.1.5. Laplace-transzformacio

1. definicio:

Laplace transzformacio:

kovetkezmény:
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2. a Laplace-transzformacié néhany tulajdonsaga:

e Integraltulajdonsag: f*(0) = /OOO ft)dt

o Kezdetiérték-tétel: Sli}rgosf*(s) = 11_1%1]6@)

o Hatdarérték-tétel: Li_r}résf*(s) = tli}rglof(t), ha s f*(s) analitikus Re(s) > 0
esetén

e Konvoluciés tétel: h(t) = f(t) @ g(t) = [_o- f(u)g(t — u)du
— h*(s) = h*(s) h*(s)
df (t) ! 1

o 7—>3f*(3)—f(0—|—); /0_ flu)du — gf*(s)—l—c

3. Laplace transzformaci6 alkalmazasa nemnegativ folytonos valoszinuségi valto-
70k eloszlasara (karakterisztikus fliggvény)

e Adott az n > 0 nemnegativ valdsziniiségi valtozo, ahol f(t), n strliség-
fliggvénye, F'(t), n eloszlasfliggvénye, ekkor f(t) Laplace transzformaltja:

Fo(s) = E(e™") = /OOO e~ f(t)dt = /Ooe_StdF(t) — F™(s)

d
o Viarhato érték: d—f*(s)

S

s=0
k
e Magasabb momemtumok el6allitdsa: s *(s) = (—l)kE(nk)
s
s=0

e Konvolicids tétel (stirtiségfliggvényekre): h(t) = f(t) ® g(t)
— h*(s) = f*(s) g7(s)

4. példak a Laplace transzformacié alkalmazasara

e determinisztikus eloszlas (¢ > 0 valds értékre):

fi(s)=F~(s) = /OOO e 'dF(t)=e*", E(n)=a

o egyenletes eloszlas:

b 1 1
% _ —st dt = —sa __ ,—sb E —
P = [ e = e e By =
e exponencialis eloszlds:

f*(s) = /OO e e Mdt =
0
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2.2. Diszkrét idejii Markov lancok osszefoglalasa

2.2.1. Markov tulajdonsag
7A jelen magdba foglalja a teljes multat”
P(Xn =Ty | Xn—l = Tp—1s--- ,XO = l’o) = P(Xn = Ty | Xn—l = $n_1). (23)

2.2.2. Diszkrét idejii Markov lanc

Xo, X1, Xy, ... X, € 5 diszkrét valészinuségi valtozd sorozat diszkrét ideji Markov
lanc, ha minden n > 1-re teljestul a Markov tulajdonsag.

1. allapottér: az S halmazt a Markov lanc allapotterének nevezziik.

2. iddtengely: mérnoki alkalmazasok soran altaldban azt feltételezzik, hogy az X,
valdsziniiségi valtozok az iddtengenly T, (T, > T,—1) idopontjaban irjak le a
vizsgalt rendszer viselkedését.

3. allapot: ha X, = s € 5, akkor azt mondjuk, hogy a vizsgalt rendszer az n-edik
idopontban az s dllapotban tartézkodik.

2.2.3. Markov tulajdonsag kovetkezményei
1. kovetkezmény diszkrét ideji Markov lancokra:
P = pr=1IW(, — 1) = POIIM(0) (2.4)
ahol:
e (tranziens) allapotvalészintiség vektor:
P = 0], A =P =
o k-lépéses atmenetvalosziniiség matrix:
¥ (m) = [pif(m)], plf (m) = P(Nar = 5| X = i),

\V/Z,]ES, m:071727--.7 k:1727...‘

e Chapman-Kolmogorov egyenlb’ség:

Py om) = 3 om)pl m 4 k) T () = T ()T (i 4 &)
leS

(2.5)
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2. homogén Markov lanc (stacionarius atmenetvaldsziniségek):
Y (m) = [p;] = 1
Viges, Vm=0,1,----ra. Ekkor

) () = I = TV, ¢ PO = PO (2.6)

Y

3. a diszkrét idejii Markov lancokkal kapcsolatban tanult alapfogalmak

e irreducibilitas: minden allapot minden allapotbdl elérheto
(szemrevételezés)

(r)

Vi, j esetén dn < oo, hogy p;;” >0

e aperiodikussdg: nem periodikus (szemrevételezés)
") >0 Vn > ng esetén.

1 allapot aperiodikus, ha dny < oo, hogy p;;
o visszatéroség: pozitiv (véges vdrhato visszatérési ido)

definicio: lasd Gyorfi. Valosziniségszamitds, Sztochasztikus folyamatok

SO =P(X, = Xp# 5 1<k<n|Xo=1), (n>0,4,j€S)

K3

— 1 € S visszatérd, ha: Y fi(in) =1

n=1

— 1 € S nem visszatéro, ha: Z fi(in) <1

n=1

(n)

— 1 € S pozitiv visszatérd, ha: m; = > nfy”’ < o

n=1
o oroklodés: irreducibilis Markov lancokra az aperiodikussag,
a visszatéréség oroklodik

2.2.4. Stabilitas
1. stabilitas
e alim, . P(X, =) hatarérték 1étezik minden Vi € S-re.
e alim, . P(X, =) hatarérték fliggetlen a kezdeti eloszlastol.

e alim, . P(X, =) hatarérték eloszldst ad S-en, azaz

> lim P(X, =) =1.

1€S
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2. tételek a stabilitasrdl (az egyik legalapvetédbb kérdés)

o véges Markov lancra: ha irreducibilis és aperiodikus

o végtelen Markov lancra: ha irreducibilis, aperiodikus és pozitiv
visszatérd

o stabilitas elégséges feltétele végtelen irreducibilis, aperiodikus Markov
lancra a Foster kritérium
Az irreducibilis, aperiodikus Markov lanc stabil, ha 1éteznek az
I >0, C>0,d>0 szamok, gy hogy

E<Ilre: E(X, 41| X,=k)<C
k> 1Tre: E(Xp1 | X, =k)<k—d

3. a stabilitas kovetkezménye

o limpf) =p; >0, ij,ahol p; = lim P(X, = j), Vjre
o ckkor a P = PII, P = [po, p1, 2, - ] egyenldségnek a
Zpi = 1 feltétel mellett csak egy megoldasa van, amely a hatareloszlas.
=0

Ha a PO = P feltétel teljesiil, akkor P = P, Vn-re.

Mindig véges allapottérrdl (IN) lesz szd, hacsak kiilon nem hangsilyoz-
zuk a végtelent

2.3. Diszkrét i1deji Markov lancok jellemzoinek
meghatarozasa

2.3.1. Hatareloszlas

1. Az egyenletek felirasa a j. dllapotra: (a kifejezés interpretalisa !)

) = Zpgn_l)}%j = pﬁ”‘”p;; + Zpgn_l)pzj =

i#]
P =S ) + 3y
k#j5 1#£]
ahonnan
n— 1 n—1
p = p D =3 s = pl TS (2.7)
i#] Py
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, , . . (n) _ 1 (n—1)
A hatareloszlasra, mivel nh_)rgopj = Jggopj

=pj, Vj-re
pi—p;=0= Zpipij — Py ijk
i#] k#j

azaz (a kifejezés interpretdldsa, grafikus demonstrdcio )

D pipii =pi Y Pik (2.8)

i#i [y

Py g Pk
k

g PiPiy

i#]

2. A kifejezés kiterjesztheto allapotcsoportokra is

Zpi Z bi; = Z Pj Z Dik (2.9)

€U jeD jeD  keU

S S

€U JED

‘

ij Zp]k

J€D keU
2.3.2. Bolyongasok
1. Ertelmezés
b; Jj=14+1,0<i< N
d; j=1—1,0<i<n
o 1—b;—d;, 7=1,0<i<N

Pii =4 1 b, j=i,i=0
1 —dy j=1t,1=N
0 egyébként
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bo

dy
2. Bolyongasok hatareloszlasa

Pe—1Pk—1,k + Pr1Pkt1,k = Pk(Prj—1 + Prgt1), 0 <k <N
Ph—1bi—1 + prr1ditr = pe(bp +di), 0 <k <N

pidy = pobo
amibol
pkdk = pk—lbk—h 0<k <N (210)
fgy
br_y k b1
pr=—pr1=po ] 5 0<k<N (2.11)
dk 7=1 d]
Mivel Zpk =1
keS
N k bj—l
dore=pt+p) [[==1
kes k=1 j7=1 J
s innen
1
Po = N g (2.12)
L+ 1
k=1j=1 dj

3. demonstracios példa: b,d =const. eset, Foster kritérium alkalmazas végtelen
esetre
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2.3.3. Tartasido eloszlas, kovetkezo allapot

1. Allapotok tartasido eloszlasa

o tekintsunk egy tetszés szerinti allapotot, amelyre p;; < 1:

e a markovitasho6l kovetkezoen annak valdszintsége, hogy a rendszer az
allapotot éppen az n. lépésben hagyja el:

P(r =n)=pi (1 —py) (2.13)
geometriai eloszlasu, amibol

1 1
E(r) = = (2.14)
L—=piu Xz Dij

Emlékezzunk: a geometriai eloszlds emlékezetmentes!
2. Az 1 allapotot koveto dllapot eloszlasa

o tekintsik az eloz6 ¢ allapotot

e annak valdszintisége, hogy a rendszer az allapotot az n. 1épésben hagyja el
és a j allapotba lép at

P(X,=j|X,#4i Xpe=1, k<n)=
P(X,=7X,#i Xp =1, k<n) PX,=7 Xp=1 k<n)
P(X, #1i, Xy =1, k<n) CP(X,#£i, Xp =1, k<n)
Pi i __ P
P (1 —pi) ki Pk
Vegyik é€szre: a kovetkezo dallapot csak az aktualis allapottol fugg, s fugget-
len az dtlépés idopontjdtol is — Markovitds!

(2.15)
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3. Markov lanc az allapotvéltozasok idépontjaban

X

geom geom geom geom

ke o o
i- S0 O
i- O 0 S0

| | | | | | | | |

Xi=1 Xo=1 Xa=7 Xa=7 Xs=7 Xe=k X7=1 Xg=1 Xg=k T

Xo =i Xg¢=j X¢=k X¢=9i Xg =
o tekintsik az allapotvaltozasok idépontjaban a folyamatot X?
o jeloljuk IT%-val ennek egylépéses dtmenetvaldsziniiség matrixat
e a II" métrix elemei szarmaztathatok az eredeti matrixbdl (1d. 2.15)

Ph= =t gl =0, Yire
Zk;ﬁi Pik
o a II" matrix segitségével eloallithatok az allapotvaltasi idopontokra a
P! ") tranziens és a p? egyensulyi allapotvaldszintiségek
o p; és p¢ kapcsolata:
¢ E T
= P; a( ) (2.16)
Yies b} E(r))
1
ahol E(7;) =
Zj;éi Pij

o Példa: véges allapottert bolyongas,

dz/(bz—l-dz) j:i—1,0<i<n
« 0 7=1,0<:<N
iz i=0,j=1

| i= N, j=N—1

0 egyébként
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bz’—l bZ’ bN—l
bi—1 +d;—q b; + byv_1 +dn_1

ORPESROBTERG

dq

d; dit1

L 1
by + dq b, +d; bit1 4+ diya
by +d

Ezért pj = 1t lpg és

dy

bp—1(by, + di) b +dp b

¢ — = , 1l<kE<N
Py dk(bk_l n dk_l)pk 1 dl pOJl;[Q d] =~
ahonnan
. 1
Po = N k

Lt (by +di)/dy + 33—y ((br + di) [ di) [T 5 (bj-1/d;)
s ekkor 2.16-bdl
oy = (1/di) TT5_5(bj 1/ d;) _ IT5_ (b1 /d))

1/bo + 1/d1 + (1/d1) Zi\fzz Hf:z(bj—l/dj) 1+ 25:1 H§:1(bj—1/dj)
és
1/bg 1
p pu— pu—
D 1 bo + 1/dy + (1/d) T, Ioo(bioa/dy) 14350 T (b1 /d;)
ami osszhangban van a korabbi eredménnyel.
2.3.4. Tranziens eloszlas

1. A z-transzformdlt alkalmazdsa tranziens eloszlas eloallitasara

plr) — plr=-U11

Legyen

P(z) = Z pr
n=0
n=1 n=1
P(z) — PO =23 pU=UI"~t = o p(2)T
n=1
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P(z) = PO[I — 11" (2.17)
lim P = limPO (1 — 2) [T — 2I0)7" = POlim(1 — 2) [T — =11

n—00 z—1 z—1

(Hatdreloszlds létezésének feltétele a kifejezés alapjdan)

2. Kétallapotu példa a tranziens és egyensilyi eloszlas eloszlas eloédllitasara

I ={pij] = l .%55 .255 ]

SO

o hatareloszlas meghatarozasa

Po = 05p0 + 075}?1 P11 = 05p0 + 025}?1 Po + P11 = 1

2}?0 = 3}?1 — Po = 06, P = 0.4

e tranziens eloszlés

1 —05z  —0.5z
I=1He= l —0.75z 1 —0.25z ]

det(I —TIz) = (1 — z)(1 + 0.25z)

1 1-0.25: 0.5z
- =
( Sl e v l 0.75:  1—0.5z ]

(I —II2)~" sorfejtése:

A N B
1—=z 14+ 0.252

(I —T2) = 1 l0.6 0.4]+¥l 0.4 —0.4]

0.6 04 140252 | —0.6 0.6

o & o6 04a] &~z 04 —04
(I-T)7 = 2 [0.6 04 | T2 So6 06



Mivel bevezethet6 a kovetkezo értelmezés:

P(z) = PO S I = POTI(2)
n=0

H(n):Hn:[()ﬁ 0.4] —1 l0.4 —0.4]

06 04 | T 206 06

—1\"
P =064 (T) (0.4P" —0.6P")

—1N\"
P =044 (T) (—04P +0.6P")

2.4. Folytonos ideju Markov lancok

Az X (t) folyamatot folytonos idejii Markov lancnak nevezziik, ha Vn > 1-re, 0 <ty <
ty < - - < t,reés xg,xq, -, 2, € S-re teljestl a

P(X(t,) = xn|X(ti1) = 1y ..o, X(to) = 20) = P(X(t,) = 2| X (tm1) = 201 ).
(2.18)
osszefliggés, amennyiben a feltételes valoszintiségek léteznek.
Figyelmeztetés: Nem igazi matematikai tdrgyalds, hanem csak a diszkrét ideji
Markov lancokkal valo kapcesolatok jelzése; részletesen ld. Gyorfi, Pdli

2.4.1. Markov tulajdonsag
1. a Markov tulajdonsag kovetkezménye folytonos ideji Markov lancokra:
P(t+u)= P(t)II(t,u) (2.19)

ahol:
P(t) = [pO(t)vpl(t)7p2(t)7 e ] ) pi(t) = P(X(t) = i)v
It u) = [pij (L u)], pij(tu) = P(X(E+u) =5 | X(1) =),
Vi €S Yhu>0

Chapman-Kolmogorov egyenloség:

pij(t,u4v) = Zpﬂ(t, wpi(t+u,v); It u+o) =TI )t 4+ u,v) (2.20)
les
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2. homogén Markov lanc (stacionarius atmenetvaldsziniiség):
T(t,u o) = W(u+ o) = ()T pig(u) = P(X(+u) = j | X(0) = 1),
(u) = [py(u)], Vi, j€SViuz0

3. mas felirassal kifejtve a j. allapotra:

P;(t+ u) ZPZ pii(u) = t)pii(u +ZP )pij(u
i=0 i#g

Taylor sorba fejtve p;;(u)-t:

P(t—l—u ZP pzy Zp]k

#J ks
Zpi(t) qi; U — Pj(t) quku + O(U)
i#] k#j
ahol a @ ratamatrix altalanos alakja homogén Markov lancra:
_1{%0%’ Q qz] Z%]—O\V/ZES
jes
Az elozoekbol:
d . Pi(t+u)—
R — =S Plta - PO (221)
i#] k#j
d
dtP( ) P(t)Q (2.22)

A tovabbiakban Vi-re feltesszik, hogy teljesil q; > —oo — fizikai tartalom.

2.4.2. Folytonos idejii Markov lancok tulajdonsagai

1. irreducibilitas: minden allapot minden allapotbdl elérheto
(szemrevételezés)
Vi, j esetén It < oo, hogy pi; () > 0

2. visszatéroség: pozitiv (véges vdrhato visszatérési idd)
a diszkrét visszatérési ido folytonos altalanositasaval

3. oroklédés: irreducibilis Markov lancokra a visszatéroség oroklodik
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2.4.3. Stabilitas
1. a hatareloszlas létezése
o véges Markov lancra: ha irreducibilis

o végtelen Markov lancra: ha irreducibilis és pozitiv visszatérd

o stabilitas elégséges feltétele végtelen Markov lancokra — Foster kritérium

alkalmazasa: 1d. késobb

A tovabbiakban feltessziik, hogy minden allapotban 0-nal tobb id6t
tolt a rendszer, és mindig véges allapottérrdl (N) lesz szd, hacsak
kulon nem hangsilyozzuk a végtelent

2. a hatareloszlas létezésének kovetkezménye
o limp;(t) =p; >0, Vi,j €5, ahol p; = lim P(X(t) = j)

o ckkor a PQ =0, P = [po, p1,p2, - - *| egyenloségnek a
Zpi = 1 feltétel mellett csak egy megoldasa van, amely a hatareloszlast
€S
szolgaltatja.
Ha a P(0) = P feltétel teljestil, akkor P(t) = P, Vi-re.

2.5. Folytonos idejii Markov lancok jellemzoinek

meghatarozasa

2.5.1. Hatareloszlas

1. Az egyenletek felirasa a j. allapotra:

lim P;(t + u) = tlif?opj(t) =p;, Vj€S5

t—00

.od
t1i>r<£lo Epj(t) =0= Zpi%j —Pj Z ik
i#] ki

azaz

> Pidi =D ) Gk (2.23)

i#i ki
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Py g 935k
k

§ Pidiy

i#]

2. a kifejezés kiterjesztheto allapotcsoportokra is

Do 4= 2P Gk (2.24)

€U jeD jeD  keU

S

€U JED

‘

ij Z%k

J€D keU

2.5.2. Saziletési-halalozasi folyamatok

1. értelmezés:

i j=i+1, 0<i< N
L j=i1—1, 0<i<N
o __Ai‘_}ﬁ j ::i, 0<i< N
Gi=N ), j=i i=0
—uv j=i, i=N
0 egyébként
Ay Ai-1 Ai AN-1
" i Hi+1 N
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2. szuletési-haldlozasi folyamatok hatareloszlasa
Ph—1Gk—1k + Pht1 Got1.6 = Pk(Qhp—1 + Qrps1), 0 <1 <N

Ph—1 k-1 + Prripterr = pr(Ak +pk), 0<i <N

Pt = po)\o
amibol
Pribr = pk—l)\k—la 0<i1 <N (225)
fgy
Ak—1 i )‘j—l .
Pk = pe-1=po [[ , 0<i<N (2.26)
HE j=1 Hy
Mivel Zpk =1
keS
N k )\4_1
Zpk:po—l-pozn =1
kes k=1j=1 Mj
s innen |
Py = DY (2.27)
L+ I~
k=1j=1 Hj

3. demonstraciés példa: M/M/1 rendszer (tipus megfogalmazdsa nélkil)

2.5.3. Tartasido eloszlas, kovetkezo allapot

1. dllapotok tartasido eloszlasa

o tekintsunk egy tetszés szerinti allapotot, amelyre ¢; < 0:

e a markovitasbdl kovetkezden az ¢ allapot elhagyasi idejét a kovetkezo dif-
ferencial egyenlet irja le:

d
—Pi(t) = Qiipi(t), PZ(O) =1
dt
amibol:
P(t)=P(r, > 1) = elit (2.28)
és | |
E(r) = = (2.29)

—Gii Dot U



mivel

Fot)=P(ni<t)=1—e""=1-— 0 2oy Uit
Emlékezzunk: Az exponencidlis eloszldas emlékezetmentes!
2. az 1 allapotot koveto allapot eloszlasa

o tekintsik az eloz6 ¢ allapotot

e annak valdszintisége, hogy a rendszer az i. allapotot a (t,¢ + At) interval-
lumban hagyja el és ekkor a j allapotba lép at

P(X(t+ A =7 | X(t+At) #£i, X(u) =i, Y0<u<t)=
P(X(t+ A =5, X(t+At)#£4, X(u) =i, Y0 < u<t)
P(X(t+ A #£4, X(u)=i, VO<{<1)
P(X(t+ At =4, X(u) =1, Y0 <u<t)
P(X(t + Al 4, X(u) =i, V0< u<1)
P(X(t+AH) =3, X(t) =i
P(X(t+ A1) #£4, X(1) =1

~—

o~
~—

ahonnan:

lim P(X(t+At) =5 | X(t+At) 21, X(u) =i, Y0<u<<t)=

At—0
G Ate™ +o(At) g
ki Gk Atetit +o(At) i Gir

Vegyik é€szre: a kovetkezo dallapot csak az aktualis allapottol fugg, s fugget-
len az dtlépés idopontjdtol is — Markovitds!

(2.30)

3. Markov lanc az dllapotvéltozasok idépontjaban (beagyazott Markov lanc)

o tekintsik az allapotvaltozasok idépontjaban a folyamatot X?
Figyelem: diszkrét idejii Markov lanc

o jeloljuk IT%-val ennek egylépéses dtmenetvaldsziniiség matrixat

e a II" métrix elemei szarmaztathatok az eredeti matrixbdl (1d. 2.30)
4qi;

Zk;ﬁi qik

p;l] - y p;lZ - 07 \V/i—re

o a II" matrix segitségével eloallithatok az allapotvaltasi idopontokra a
P?*(n) tranziens és a p? egyensilyi allapotvalészintiségek
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o p; és p¢ kapcsolata:

(2.31)

ahol E(7;) = ! _ !

Zj;éi qi; — i
Vegyik észre: a Foster kritérium alkalmazhato az dllapotvdltasok pil-
lanataba “bedgyazott Markov lancra”, s ezzel a stabilitds elégséges
kritériuma ellendrizheto!

e példa: véges allapotter bolyongds, (grafikus demonstracio)

/,LZ/()\Z—I-/,LZ) j=1—1,0<t< N
.o j=i 0<i<N
Pi= i=0,j=1
1 1=N, j=N—-1
0 egyébként
/\i—l /\z /\N—l
1 Aim1 + phio1 Ai + p AN—1+ pN—1
—
M1 Hi Hit+1 1
A+ Ai + Ait1 + pit1
A
Ezért pj = 1t Mlpg és
H1
. Ak—1( Ak + e DY T .
Pr = 4 M)pk—1:7ﬂpon I 1 <k<N
fer(Ae—1 + flr—1) M1 e
ahonnan
. 1
bo = 1

+ (A4 )/ + SR (e 4 pr) /1) Hf:z Aigl
s ekkor 2.31-bol

b (1/p1) T (A=t /115 _ oy (Njoi /)
Ao+ 1/pr + (1/p1) Zi\;z Hf:z Aot 1+ Zi\fﬂ H§:1()‘j—1/ﬂj)

Hy
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és ) ny
L Ao+ U+ (L ) Tl T (Xyoa /)
|
1450, H§:1()‘j—1/ﬂj)

ami osszhangban van a korabbi eredménnyel.

Po

2.5.4. Tranziens eloszlas

1. a Laplace-transzformacié alkalmazdsa tranziens eloszlas eléallitasara

d

TPt = P(Q

sP*(s) — P(0) = P"(s)Q
P*(s) = P(0)[sI — Q™" (2.32)
lim P(1) = lims P*(s) = P(0) lim s [s1 — Q™

(Hatdreloszlds létezésének feltétele a kifejezés alapjdan)

2. kétallapotu példa a tranziens és egyensilyi eloszlas eloszlas eloallitasara

—0.5 0.5
@ = lal = [ 0.75 —0.75]
0.5
oo
0.75

e hatareloszlas meghatarozasa (0 = PQ)
0=—=0.5py 4+ 0.75p1; 0=20.5p9 —0.75p1; po+p =1
2}?0 = 3}?1 — Po = 06, P = 0.4
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e tranziens eloszlés

s+05 =05

Y=sI-Q=| (.= (.07

det(Y) = det(sI — Q) = s(s + 1.25)
Cramer-szabaly: az i. sort P(0)-lal helyettesitve (Y;(s)):

B det(Y;(s))

B = Gamv o)

Legyen P(0) = [Py(0) P1(0)]:

det(Yo(s)) = [ f%(% Silg% ] — Py(0)(s 4 0.75) + P1(0)0.75

det(Y1(s)) = [ SP?((())'; 1;1(265) ] — Py(0)0.5 + P1(0)(s + 0.5)

s+ 0.75 0.75
Po(s) = Po(0) o T RO o

0.5 s+ 0.5

Pi(s) = Pol0) oy + RO o

0.75 0.5 o125 4 p 0.75 0.75 e=1250)

125 " 195 1(0)(1.25 C1.25

Po(t) = Po(0)(
Po(t) = 0.6 + 0.4Pp(0)e™ " — 0.6 P (0)e™**")

05 _ 05 _vamy o p oy 2D 4 075 mramy

Py(t) = Po(0 {055+ 155

o055 ~ 727
Pi(t) = 0.4 —0.4P(0)e™ " + 0.6 P, (0)e™ %)
Ha Po(0) =1, P1(0) =0:
Po(t) = 0.6 404 e % P(t)=04—0.4 e 1!
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2.5.5. Poisson folyamat (tiszta sziletési folyamat)

1. értelmezés:

X =i, i>0

A g=1+1, 120
qij =
0  egyébként

Minden dllapot eredo kilépési rdtdja A, az dllapot elhagydsa mindig uj érkezés
hatdsdra torténik, azaz az érkezési idopontok kozotti idokozok eloszldsa azonos
X paraméterid exponencialis eloszlas

2. a folyamat nem irreducibilis, tehat a hatareloszlas nem létezik

3. a tranziens allapotvaldsziniség eloszlas eloallitasa:

d . d
G Pit) = P A = Pi(t)A, j >0, —Fo(t) = —Fo(t)A
Bevezetve az allapotvaldészintiségeloszlds P(z,t) = Y P; (t)z
=0
z-transzformaltjat:
o] d o] o]
S e = 3 Poine = 3 B
J=1 i=1 j=1
0 d
—P(z,t) — —FPo(t) = Az P(z,t) — AP(z,t) + AP(t)

ot
d
ap(z,t) = =M1 —=2)P(z,1)

Most alkalmazva a Laplace-transzformaciét és figyelembe véve a Py (0) = 1
(P(z,0) = 1) kezdeti feltételt, a megoldas:

sP(z,8) — P(2,0) = =A(1 — 2)P(z, s)

1 1/(s+ ) |
(2,5) s+HA=Az  1=Xz/(s+ ) S—I—)\]Z:;J(S—I-)\)Z
bV
ahonnan P;(s) = mv s innen
(A)” _
Pi(t) = T A (2.33)

ami At paramétert Poisson eloszlast eredményez.
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4. a t-alatti X(t) érkezések szaméanak varhat6 értéke:

E(X(t)) = QP(Z t) = LT} QP(Z,S) =
0z — 0z —
A A
-1 _ -1
LT (s 4+ A(1 — 2))? _ = LT 52
ahonnan
E(X(t)) =M (2.34)

azaz az érkezések szamanak varhaté értéke linearisan n6 az idével, igy allando
az érkezési intenzitas.

Kovetkeztetés: az dllando sziletési (érkezési) intenzitasd folyamat, az azonos A
paraméteri érkezési idokozok, valamint a Poisson érkezési folyamat equivalens
kijelentések

. a t-alatti érkezések szamanak szdérasa:

o 10 _
87]3(2 t) . = LT aZP (z,8) . =
L2084+ A1 = 2))A? B 12)\2
L1 (s+ A1 —=2))* |._, = L 53
ahonnan
E(X%(t)= LT ;—;P(z,s) +E(X(t) = (M)* + Xt (2.35)
s innen 2.35 és 2.34-bol
=E(X?*(t)) — (E(X(t)))2 = ()\t)2 + At — ()\t)2 =\ (2.36)

. Fuggetlen Poisson folyamatok szuperpozicidja is Poisson folyamat. Legyenek
Xi(t), -+, X, () fiiggetlen Poisson folyamatok Aq,---, A, paraméterrel. Ekkor
a folyamatok X (¢) = X;(¢)+- -, X,.(¢) szuperpozicidja ugyancsak Poisson folya-
mat, A = A\; +--- + A\, paraméterrel.
Bizonyitas: el6szor csak két folyamatra vizsgalva
Jelolje X(t,7) = X(7) — X(t) az érkezések szamat a [t,7) intervallumban.
Ekkor:

P(X(u,u+t)=n)= ZP(Xl(u,u—l—t) =N Xo(u,u+1t)=n—1)=

=0
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n

" (gt) (n=)
Y P(Xi(u,utt) =)P(Xo(w,utt)=n—1i) =3 ()\;!t) e—Alt(()‘;ti 5 ot _

e—Alt e—AQt n

> (7)ot = S

!
n. =0

ahonnan n > 2-re teljes indukcidoval belathaté.

Masik megoldas: z-transzformacidval

Pu(z,t) =el=0% k=1 ... n
p(Z t) _ ﬁ elF=DARt e(z—1)ZZ=1Akt — elz=1)Xt

7. Poisson folyamatok véletlen dekompozicidja is Poisson folyamat

Legyen q1,- -+, gy az 1,---,m tipusu beérkezés valoszintsége, ¢; + cdots+q,, =
1. Ekkor:
A)™ n!
P(X(Taf+t)=n1+“'+nm=n)=( S e a@’ g =
n! nil- - ng,!

(ql)‘t)m_e_ql/\t ce 7(qm)\t)nm e~ dmAt _ ﬁ (Qk)\t)—nk e T akAt
nq! N} o !

8. a Poisson folyamat matematikai alapdefiniciéja: Gyorfi, Pdli
Legyen A > 0 szam, s legyen X(¢) = #{i : 0 < T, < t}, (t > 0), ahol
{Ti}y2_ oy, Tioy < T; < Tiyq véletlen pontsorozat. X(t)-t A paraméteri
Poisson folyamatnak nevezzik, ha

) eloszldsa At paraméterti Poisson eloszlds, azaz

X(t
X(0) =0, P(X(1) =k = A (oo ke s
X(

k!
t) fiiggetlen novekményti, azaz ¥n > 2 egészre és 0 < t; < --- < l,,-re az
X(t1) — X(to), X(t2) — X(t1), -+, X(t,) — X(tn-1) Valoszmusegi valtozdk
teljesen fuggetlenek

e

(t) stacionarius novekményt, azaz Vu,t > O-ra az X(t) — X(0) és az
(t 4 u) — X(u) valdszintiségi valtozok eloszlasa megegyezik

9. a Poisson folyamat alternativ matematikai definicigja:
e P(X(1)=0)=1-XM+o0(t)
e P(X(t)=1)= M+ o(t) siriségi feltétel
o P(X(t)>2)=o0(t) ritkasagi feltétel
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2.6. Markov folyamatok altalanositasai

2.6.1. Felujitasi folyamatok

Legyen Ti,7T5,... valamely esemény egymast koveto bekovetkezéseinek idépontja,
s jelolje Z; = T, — Ty, To = 0, © > 0 az egymast koveté események kozotti
idéintervallum hosszat. Ha a Z;, 1 > 0 véletlen valtozok fuggetlen, azonos eloszlasu
valdszintiségi valtozdk, akkor a T;, ¢ > 0 folyamatot felujitasi (renewal) folyamatnak
nevezzik, ahol Z; a felujitasi intervallumokat jeloli.

1. VT; idopontban teljesiil a Markov tulajdonsag

2. a Markov folyamatok fogalmanak altalanositasa (éltalanos eloszlasu a tartasidd)
és szlikitése (egyallapoti folyamat)

3. ha Y, egy masik véletlen valtozd, amely

o flugg Z;-tol
e a Z; intervallum egy véletlen része, (Y; < Z;)

e tovabba a (71,Y1), (Z2,Y3), - parok egymdéstol fiiggetlenek

Legyen p(t) annak valészintisége, hogy t egy Y; intervallum belsejébe esik, ekkor:

lim p(t) = =— (2.37)

4. példa: orvosi rendelo, s a rendelésen belil az aszisztens tevékenysége

5. altalanositas: tobballapotu felijitasi folyamat — Markov regenerativ folyamat

2.6.2. Fél-Markov (Szemi-Markov) folyamat
Z(1)
k
J

i

Tk

Ti

1. olyan tobballapotu felajitasi folyamat, amelyben az egymast kovetd allapotok
és az allapotokban eltoltott 1do fuggenek egymastol. Az egymas utani allapotok
diszkrét idejii Markov lancot alkotnak (ez nevezik az allapotvaltasok pillanatédba
bedgyazott Markov ldnenak). Az éllapottartasidék altaldanos eloszlasiak.
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2. minden allapotvaltasi idépontban teljesiil a Markov tulajdonsag
3. egyensiilyi allapotvaloszintiség:

p = PUE)
>jes P E(7;)

(2.38)

ahol

e E(7;) az i dllapotban az allapot tartasidejének varhato értéke

e p? a beagyazott diszkrét idejii Markov lanc hatareloszlasa.
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3. fejezet

TOMEGKISZOLGALAS-
ELMELETI
ALAPISMERETEK

3.1. Sorbanallasi rendszerek jelolése (Kendall)

1.
A/B/c/d]e —x

o A: az érkezési idokozok eloszlasanak tipusa.
Lehetoségek:

— M: emlékezetmentes eloszlas (folytonos idében markovi) exponencialis
eloszlas

— Gleom: emlékezetmentes eloszlas (diszkrét idoben markovi)
geometriai eloszlas

— D: determinisztikus eloszlas

— (i altaldnos eloszlas (egyes -foleg régebbi - irodalmakban egyittal
fiiggetlen €s azonos dltaldnos eloszlis)

— GI: (egyes ujabd irodalmakban ezt haszndljik a figgetlen, azonos,
dltalanos eloszlds jelolésére)

o B: a kiszolgalasi id6 eloszlasanak tipusa. Lehetoségek: 1d. A

e c: a kiszolgdld egységek szama (véges vagy végtelen is lehet)

d: a rendszer kapacitasa, beleértve a kiszolgalo egységet is

e: az igényforrasok szama
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e u: a kiszolgélas elve

FIFO (FCFS)
LIFO (LCLS)

First In First Out (First Come First Served)
Last In First Out (Last Come First Served)

RO — Random Order
RR — Round Robin
PS —  Processor Sharing
Priority

2. példak:

o M/M/1 <« M/M/1/oojoc — FIFO

o M/M/1 —LIFO + M/M/1/oo/oc — LIFO
o M/G/2/3/10 « M/G/2/3/10 — FIFO

o G/M/1//6 <+ G/M/1/oc/6 — FIFO

3.2. A klasszikus sorbanallasi rendszer: M /M/1

1. specialis sziiletési-haldlozasi folyamat (végtelen dllapottérrel)

o ¢érkezési folyamat: Poisson, A intenzitassal
o kiszolgalasi id6: exponencialis eloszlasi, g paraméterrel

o kiszolgalasi elv: FIFO

2. a ratamatrix elemei:

A j=1+1,:>0
7 j=1—1,1>0
gj =4 —A—p jg=1,1>0
—A j=12,1=0
0 egyébként
A A A
2 H H
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3. a hatdreloszlas létezik (a rendszer stabil), ha 0 < A < p < o0

P+ pryrp = pr(A +p), k>0

Pift = poA
amibol .
A A
p=—p-1=po | =] , Yk2=0 (3.1)
1 1
és | \
pp=—"-—F=1—— 3.2
k=0 \H
4. a kiszolgalo foglaltsaganak valoszintisége — a csatornakihasznaltsag Vezessuk
be a kovetkezo jelolést: p = A/u < 1, amibol
po=1-p p=010-p)p" k>0 (3.3)
P(a kiszolgalé foglalt) = > pp =1—po =1—(1—p) = p (3.4)
k=1

Masrészt: E(Xs) =0po+ 1 (1 — po) ahonnan

OSszhangban a Little formulaval, ha p < 1 (azaz a rendszer stabil)

- A
EX;))=Xt=—=p (3.6)
[
) < ,o_ 1
mivel A = A és z = —.
[

5. A rendszerbeli igények szamanak varhaté értéke

E(X):i_o: k p Zi_o: E(— o)t =p(l—p) 3 kg =

k=0

o0 o0 1

d d
pl—p —p =pl—p)—
( )kZ:;JdP ( )dpk:O

ahonnan:

E(X)= - (3.7)



6. A varakozoé igények szamanak varhaté értéke

Z Z k pr — Z Pr =
k=1
S P
(L=p)p* = (1—po) = ——p
E: ( °) L—p
s ebbol )
B(X,) = 1" (3.8)
L—p
Nyilvanvaléan igaz, hogy
X=X+ X (3.9)
és igy
E(X)=E(X,) + E(X)) (3.10)
igy ,
p p
EX,) =EX)-EX;,))=——p= 3.11
(X) = BOY) = B(X) = 2= (3.11)
7. idéjellemzék (T', W, x)
I'=W+z (3.12)
igy o
T'=W+z (3.13)
A Little formulabdl: B(X .
T = (X) = (3.14)
A pu(l—p)
- E(X,
oo B e (3.15)
A p(l—p)
1
r=— (3.16)
[
s teljesul a fenti o0sszefuggés.
Mésként felirva T-t:
_ 1 l—p+ 1 11
T = = P p:—-I-L:—-I-——:—‘FZk—pk

p(l—p) pwl—=p) p pwl=p) p pl—p

(A kifejezés interpretildsa: a Poisson érkezési folyamat az érkezések pil-
lanatdban a hatdreloszlast ldatja!)
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8.

10.

(megjeqyzés: valdjiban a FIFO elv csak a késleltetési idd
eloszldsdban jdtszik szerepet s nem a vdrhato értékben!)

adott szamndl tobb igény rendszerben tartézkodasanak valdszintisége

PIX 2 )= 21— ) = (1= p)" S pi = " (3.17)

1. példa: Adott egy koncentrator, amely terminélok egy csoportjatél kap
uzeneteket, s azokat egy atviteli osszekottetésen keresztil tovabbitja. Tegyuk
fel, hogy az uzenetek Poisson eloszlas szerint érkeznek, 1 tizenet 4 mil-
limasodpercenként, az uzenetek kiszolgalasi ideje exponencidlis eloszlasu, 3.0
millimdsodperc varhato értékkel.

Mennyi a rendszerbeli igények szamanak varhaté értéke?

E(X):ﬁ:i’)

Mennyi az igények rendszerben eltoltott varhaté ideje?

E(T) = M = 3 = 12msec

Az érkezési rata mekkora novekménye dupldzna meg a az utobbi késleltetési
idot?

E
B(r) =21 = 20 _ 3
1 —p 1 —p
'=1-=-=17/8
ahonnan:
)\/_I_L_l
PRE=S837 %4

ami mindossze 17%-os érkezési rata novekedést jelent.
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11. 2. példa: Egy nagy processzor az igényeket K u rataval szolgalja ki. Tegyuk fel,
hogy a igények érkezési folyamata Poisson, K'A paraméterrel, és hogy az igények
kiszolgalasi ideje exponencialis eloszlasi. Legyen feladatunk, hogy elkeruljuk
a nagy processzor alkalmazasat, s vizsgaljuk meg, hogy mi a kovetkezménye,
ha azt K darab kisebbre cseréljik tgy, hogy mindegyik kisebb processzor
paraméteri kiszolgalast végez, s az igényeket A paraméter szerinti Poisson folya-
matbdl kapja (Id. Poisson folyamatok dekompozicidja). Hasonlitsuk Ossze a
kétféle megoldast!

Nagy processzoros kiszolgalas:

B KA B A
T Ke
E(x) 1

BT =1 p Ku(l—p)

K darab kis processzoros kiszolgélasi eset:

pP=-
1

processzoronként, és

n_ Bl@) 1
E(T)_l—p_u(l—p)

azaz a rendszerben eltoltott idd K-szorosra no.

= KE(T)

3.3. Az M/M/m rendszer

1. specialis sziiletési-haldlozasi folyamat (végtelen dllapottérrel)

o ¢érkezési folyamat: Poisson, A intenzitassal
o kiszolgélasi ido: exponencidlis eloszlasu,
kiszolgal6 egységenként p paraméterrel

o kiszolgalasi elv: FIFO

2. a ratamatrix elemei:

A Jj=14+1,1>0
o j=1—1,0<t<m
m Jj=1—1,1>m

Gi=) -N—ip j=i,0<i<m

—“A—mp j=1,1>m
0 egyébként
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poo (m—1p

3. a hatdreloszlas: létezik (a rendszer stabil), ha 0 < A < mp < oo
Pt A+ prgr(k+ D= pr(A+kp), 0<k<m
Pra X + prrimpe = pp(A +mp), k>m

Pift = poA
amibol .
R ) R A (3.18)
Pk = kﬂpk—l - 1 k’pO — Ly 4 , T :
valamint \
pe=—pi-1 k=m+1l,m+2--- (3.19)
mju
s igy '
A .
mj
A fenti osszefiiggések egytittes felirasabdl pedig
A1
(;) ﬁpo ]:17277m
= e 3.21
p] )\ J 1 1 . ( )
| S —-n P 1>m
@) mlm
Kifejezve po-at:
! (3.22)
p _= T g .
’ NN
X =) 5+ 2 | o) o=
o \H) 0 S\ e

amelybol a nevezo masodik tagja a kovetkezo alakban irhato:

i=m

(Y
m” (L)] _ ((m”) m” (3.23)

m! m . A m!
mp
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4. késleltetési idok: .
T—z4W=" E[W | k] pi" 3.24
TEW =24 3 BV p (3:24)

k=m
ahol k a rendszerben tartézkodo igények szama egy 1j érkezést megel6zden,

és pgf) a sorhossz eloszlasa az érkezések elotti idopillanatokban. Konnyen

belathato, hogy:
1  k—m+1
El==+) ———m (3.25)
B op=m T

amelybol:
ks () g ()
= — Pm R = — - —m -
mj pooomp = mj
(3.26)
mivel az érkezési folyamat Poisson, s ebbdl
1 e & AT .
T:__|_p_ @(—) :_—I_%z (3.27)
po ompm \mp po (mp—A)
illetve a Little formula alkalmazasaval:
A MAUP,
EX)=MN=—+————-+ 3.28
) poo (mp—=A)? 52

5. a modell alkalmazasa a tavbeszélotechnikédban

e varakozdsos rendszerek: (pl. mobil)

o a foglaltsag valdszintisége

P{vérakozas} = Z Pp = k;npo (;) gm_k = %po Z (—)

k=m = k=m \TTUH
A\ 1A\ 1
_om™ \myp 1A " B m\p) 1—4
TPl A T ) Ty T e a1
s ;;)(;) HJF@(;) L—7
A
ahol v = —.
mj

Ezen képlet az ErlangC formula néven ismert, ahol paraméterei: m és

Aty s amelyekkel a jelolés C'(m, A/ ).
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6. 3. példa: Egy vallalat két telephelyét négy maganvonallal koti ossze. Tegytik
fel, hogy kétpercenként egy igény érkezik Poisson folyamat szerint, s egy-egy
exponencialis tartasideji beszélgetés atlagosan négy perces. Ha minden vonal
foglalt, a hivas addig var, amig egy vonal fel nem szabadul. Hatarozza meg
annak valdszinliségét, hogy egy igénynek varnia kell!

A=1/2, 1/ju=4, a=XNpu=2, p=a/m=2/4=0.5

FEzért: |
R S T T T TRV T Rl
ahonnan 24/4’ ;
4,2) = —— =4/23 =0.1
¢(4,2) 1 —-0.523 /23 =0.17

7. 4. példa: Hasonlitsuk Ossze az M/M/1 és az M/M/2 rendszer jellemzdit, ha
A = 1/2 mindkét rendszerre, mig g = 1 és puy = 1/2.
Az M/M/1 rendszerre:

Az M/M/2 rendszerre:

A 1/2
a=—=—=1,p=a/m=1/2=10.5
1
Po = o? 1/3
L+2+45 (/J.25
amibdl 2/
a“/?2
C(2,1) = =1/3

E(W') = f/ﬂC(z,l) =2/3

E(T)=2/3+1/ps = 8/3sec

azaz az M /M /1 rendszerben kisebb az eltoltott 6sszidd, de nagyobb a varakozasi
ido.
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3.4. Az M/M /oo rendszer

1. az M/M/m rendszer specialis esete

A=A 1 >0
{ P P> 1 (3.29)
amibol .
A\ 1
= -] = k>1 3.30
Pk = Po (M) X Z ( )
s 1gy
1 1
Po = = % = - & = e_A/“ (331)
s (O S ()
k=1 H k! k=0 H k!
valamint 0 < X\, u < oo esetén stabil Markov lanchoz jutva:
(M)
= e M >0 (3.32)
Poisson eloszlashoz jutunk, amelyre
- A
EX]|=AT =X —=— (3.33)
T
3.5. Az M/M/m/m rendszer
1. az M/M/m rendszer specialis esete
A=A 0<1<m
{/,Li:i/,c 0<i1<m (3.34)
2. a hatareloszlas i
AV 1
ahol |
I - (3.36)
2 () o
k=0 H k!

Az M/M/m/m rendszer stabil (py > 0 Vk-ra), ha teljesiil, hogy 0 < A,y < oo
azaz, ha mint az érkezési 1dokozok mind a kiszolgalasi idok varhato értéke 0-nal
nagyobb, de véges.
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3.

4.

3.6.

1.

az atlagos érkezési intenzitas
B m—1
A= Z )\kpk = )‘(1 _pm)
k=0
a rendszerbeli igények varhato szama
A
BIXT= 20 =pn)

ami a Little formuléval is 6sszevetheto.

. tavkozlési alkalmazdassal — veszteséges rendszer

AL
w)  m!

o A\" 1
;(M)k!

ami osszefuiggés az Frlang B formula néven ismert.

P{veszteség} = pl¥) = p,, =

= B(m, A/p)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

5. példa: Egy vallalat két telephelyét négy maganvonallal koti ossze. Tegyuk fel,

hogy kétpercenként egy igény érkezik Poisson folyamat szerint, s egy-egy expo-

nencialis tartasideji beszélgetés atlagosan négy perces. Ha minden vonal foglalt,

a hivas elveszik. Hatdrozza meg annak valdszintiségét, hogy egy igény elveszik!

Hasonlitsa 0ssze az igényvesztés valoszintiségét és a varakozas valoszintségét a

3. példaban! Magyarazza meg a kiillonbséget!

16/24

po = B(4,2)

T 142+422/2423/6+16/24  5+4/3 +2/3

=2/21 = 0.095

0.095 < 0.17, mivel ekkor az elveszo igények nem "terhelik” a rendszert, azaz:

B(4,2) < C(4,2) teljesiil.

M/M/1//N rendszer

a ratamatrix elemei

N=(N—iA 0<i<N
pi=p 1 =>1
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2. az atlagos érkezési intenzitas

B N N-1
=0 =0

3. a Markov lanc mindig stabil, és p, > 0, V0 < k < N, ha mind az érkezési
1d6kozok mind a kiszolgalasi idok varhato értéke 0-nal nagyobb, de véges.

4. a hatareloszlas

A" NN
= —] [N(N=1)---(N—-k+41)]= -] —— k=1,2,--- N
(3.41)
ahol
- ! (3.42)
Ny ) |
5. a csatornakihasznaltsag: p =1 — pog
6. Mivel a Little formula alkalmazasaval:
B(X,) = p = \E(x) = M
ahonnan az atlagos érkezési intenzitas kifejezheto:
P
A= = pp = (1 — po) (3.43)

7. Az atlagos érkezési intenzitas masképpen is levezetheto, ugyanis egy igényfor-
résra igaz, hogy atlagosan (1/A + E(T))™! iddegységenként generdl egy igényt,
ahonnan a K igényforrasra:

5 K
N /A +E(T)
ahonnan: Kol
8%
E(T)= = — — A4
=22 (3.44)
s ebbdl a Little formula alkalmazaséaval:
E(X)=)\E(l)= K — % (3.45)
illetve B(T)-b8l B(W) = E(T) — ~.
[
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8. Végul megadhaté egy forras foglaltsaganak valoszintsége is:
E(T)

P(EL fOI’I’E,LS foglalt) = m

9. 6. példa: Tegyik fel, hogy egy szamitégéphez K termindl juttat igényeket.
Minden terminal o paraméteri exponencialis gondolkodasi idovel allitja elé a
tranzakcidit, s azok a szamitégéptol p paraméteri exponencialis kiszolgalasi idot
igényelnek. dtvitelnek (throughput) nevezziik az igények kiszolgdlas befejezési
ratajat, s a rendszer valaszidejének az igények rendszerben eltoltott osszidejét.
Adjuk meg az atvitel és a valaszido értékét két extrém esetben, amikor K kicsi
és amikor K nagy!

e K Kkicsi (pontosabban AKX < p, azaz nincs ”sok” véarakozas):

K B K
1/AN+E(T)  1/A+1/u

e K nagy: (pontosabban AK > p, azaz "szinte mindig” van igény a rend-

A\ =

szerben: B
A=p
Bry=2_1
LA

o A fuggvények abrazolasa

3.7. M/M/m/K/N rendszer

1. a ratamatrix elemei

(N —i)A Jj=14+1,0<i <N

an j=1—1,0<1<m

mpy j=1—1, m<: <K
gj =4 —(N=)A—ip j=1,0<i<m

—(N—=u)A=mp j=i, m<i<K

—mp 1=1=K,

0 egyébként

2. grafikus abrazolas

3. a Markov lanc mindig stabil, és p, > 0, V0 < k& < N, ha mint az érkezési
1d6kozok mind a kiszolgalasi idok varhato értéke 0-nal nagyobb, de véges.
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3.8. Altaldnos folytonos ideji Markov lancok

1. a szuletési-halalozasi folyamatok korlatai

e exponencialis érkezési 1dokoz
e exponencialis kiszolgalasi 1do
e csoportos érkezés, csoportos kiszolgalas

csoportos érkezés

T
CHCHOBCHC

csoportos kiszolgalas

e egyetlen kiszolgdldsi egység (csomépont), (lehet, hogy tobb kiszolgdlo)
2. 1épcsos kiszolgalas vagy érkezés E, n-edrendu Erlang eloszlas

e egy kiszolgdldsi fokozat idejének stirliségfliggvénye (nu paraméterti exp.)

OES nue” " (3.46)
o egy kiszolgalasi fokozat idejének statisztikai jellemzoi
1
E(v) = — 3.47
o) = o (3.47)
1
of = E(v}) — (E(v))? = 3.48
08) — (B = o (3.48)
2
cz 2 I (3.49)
E(v:)

ahol E(v;) jeloli v; varhaté értékét, o? a szérasat, mig C; a relativ szordst
(coefficient of variation)

o Legyen

y=2 v (3.50)
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e a rendszer eredo kiszolgalasi idejének statisztikai jellemzoi

« o] (3.51)
E(y) = nE(y)=nt =1 (3.52)
= n ) =n— = — .
v v o
1
ol = no :n—/ﬂ (3.53)
2
1
c2 & 7 1y 3.54
T o

e a hatas grafikus demonstracidja

3. parhuzamos kiszolgédlas vagy érkezés H, n-edrendi hiperexponencialis eloszlas

e n parhuzamos kiszolgalé egységre «;, @ = 1,---,n kiszolgalasi valoszi-
nuséggel az eredo kiszolgalasi id6 struségfuggvénye

[a(t) = Z_: a; g e (3.55)

ahol .
Z a; =1 (3.56)
=1

M1
am
] = _ |
a3
M3 =
—_— ‘ —
[
[
ap

o eredo kiszolgalasi 1d6 statisztikai jellemzok
E(n)=> — (3.57)
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E(y*) =2 Zn: ~ (3.58)

=g (3.59)

Megmutathaté (Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij), hogy ekkor ...
o példa: két parhuzamos kiszolgalo egység

Fo(t) = cpe™ 4 (1 — a)pge™ (3.60)
E(n) = % + 1/:; (3.61)

Bl = 25 + 2022 (3.62)

C, = iAdru i 1 (3.63)

2
o 1—o
(o +52)
4. Phase-type eloszlasok:
Markov lanc nyel6 allapotaba jutas ideje.

nyel6 allapot

e PH eloszlasok megadésa: (o, B)
ahol v az 1,..., N allapotok kezdeti valészintisége,
és B az (N +1x N+ 1) méretli Q matrix bal felso N x N méretii darabja.

o Eloszlas fuggvény:
Fpap(t)=Pr(T <t)=Pr(X(t)=N+1)=1—-Pr(X(t)#N +1)

N
zl—ZPr(X(t):i)zl—ozeBth
i=1
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o Tulajdonsagok:
(0,00) intervallumon folytonos, exponencialis “farok eloszlds”, a relativ
szoras alulrdl korlatos, a minimalis relativ szorast az Erlang eloszlas adja.

Alkamazas:

o (dltaldnos eloszlisok kozelitése)
o (markovi appardtus “kiterjesztése”)

e (probléma: dllapottér robbands)
. altaldnos Markov lancokkal leithaté rendszerek

. 7. példa: Tekintsiink egy szamitégépet, amelybe a job-ok A paraméteru expo-
nencialis eloszlasi érkezési idokozokkel érkeznek. Minden job két exponencialis
eloszlasu idészakaszu kiszolgalast igényel, az els6 1épésben pq, majd a masodik
lépésben o paraméterrel. Négy kiillonbozo esetet vizsgalunk:

(a) egyetlen processzor van:
i. nincs puffer a rendszerben,
ii. végtelen hossziusagu puffer van.
(b) két processzor van, killon-kiilon a két 1épéshez rendelve:

i. nincs puffer a rendszerben,

ii. mindkét processzornak végtelen hosszisagu puffere van,

Feladatok:

(a) Hatarozza a rendszer kihasznéltsagat (p)!
Esetek: 6.(a)i., 6.(a)ii..

(b) Adja meg mindkét processzor foglaltsdganak valdszintiségét!
Esetek: 6.(b)i., 6.(b)ii..

(¢) Adja meg a rendszerben eltoltott 6sszido varhato értékét és az elsé pro-
cesszor elotti sor hosszat!

Esetek: 6.(a)ii., 6.(b)ii..

(d) Mi az a maximalis érkezési intenzitas, amellyel a job-ok érkezhetnek, ha
legaldbb a job-ok 2/3-at ki akarjuk szolgdlni, és 1/uy = 5 sec, 1/uy =
20 sec.
Esetek: 6.(a)i..
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(e)

Adja meg (p) és (E(T)) értékét akkor, ha a 6.d szerinti maximalis A
értékkel érkeznek az igények!

Esetek: 6.(a)ii..

Megoldasok I.:

6.a—6.(a)i..

6.b-6.(b)i..

6.d—6.(a)i..

3.9.

Az M/G/

Rajzoljuk fel a rendszer haromallapotu &allapotgrafjat! A kovetkezo
osszefuggéseket irhatjuk fel:
Apo = [l2P2 (3.64)
Hip1r = )\po (365)
Hipr = Hap2 (3.66)
Mivel py 4+ p1 + p2 = 1, ezért a harom egyenlet valamelyikét az utébbira
cserélve: |
—l—py=1— ——
P Po 1 + b + b

[T

)\2,u1

P(mindkét processzor foglalt) = p3 = .
( P glalt) = ps A2py 4 (g 4 p2)(Apn 4 Ape + pap2)

P(veszteség) = P(a processzor foglalt) = p
_1 _1 1 1
D
14+ 54+ =
Hr o M2
amibol |
A< —Ol/sec

M/G/1 rendszer

1 rendszer bevezetése

o clkertlheto-e az allapottér robbanas

o az altalanos kiszolgalasi 1d6 eloszlas problémédja

— az X (1) rendszerbeli igények szama nem emlékezetmentes

— azaz azt is kellene tudni, hogy mennyi id6 van még hatra az adott igény

kiszolgalasabol
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3.9.1. Hatralévo miikodési id6 (residual time)

1. paradoxon: exponencialis érkezési idokozok — véletlen érkezés — kovetkezo
érkezésig hatralévo 1do eloszlasa, momentumok

2. jelolések:

o {: egy (idotartam jellegli) véletlen véltozd

e 7: a hatralévo ido, ha véletlen idopontban a « intervallum belsejében kezdi
el valaki nézni a rendszert

3. eredmény: az altalanos momentum értékére

ny __ E(fn-l—l)
B0 = G DB
e hatralévo 1do varhato érték:
_E(&) (BG40 1+ ¢
B T my MY

o példa, determinisztikus eloszlds: E(¢) = m, E(£?) =m? C¢ =0
2
E(y) =5 - =m/2
m
o példa, exponencialis eloszlas: E(§) = m, E(£*) = 2m?, Cf =1

2m?
E(y) =5 —=m

2m

4. M/G/1 rendszer: varhaté varakozasi id6 (E(W))
Legyen: = v.v. az igény kiszolgdlasi ideje, v/ v.v. egy igény érkezésekor a
kiszolgalas alatti igény hatralévo kiszolgalasi ideje. Ekkor

E(W) = E(y) + E(X.,)E(z)
mivel a WALD egyenl6séghdl: ha x;, azonos eloszldsd v.v., i v.v.
E(YCL, z) = E(n)E(z)
5. a Little formulabdl: E(X,) = AE(W), ezért

E(W) = B(+/) + AB(W)E(z) = E(+/) + pE(W)
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6. Mivel E(y/) =0P(X(¢) =0)+ E(v)P(X(?) > 0):

amely kifejezésekbol:

E(+) AE(z?) 14 C?
EW)=—" =577 )\(E(l’))zr
p o 2(1—p) (I—p)
azaz e o
E(W) = pE(z)—— 2 — P gyt e (3.67)
20—=p) 1—=p 2
Pollaczek-Hincsin varhatéérték formula
7. a varhaté rendszeridé: E(T)
14 C?
E(T) = E(x) + EOV) = E(a) + - pr( ) +2 d (3.68)

8. példak:
e M/D/1 rendszer: E(x) = m, E(z?) =m? C2=0

e M/M/1 rendszer: E(z) = m, E(2?) =2m?, C2 =1

B(W) = -2 B(r)

3.9.2. M/G/1 rendszerbeli igények szamanak varhaté értéke
1. kétdimenzios folyamat, egyik dimenzio6 folytonos allapottert

X(1) 2 4 rendszerbeli igények szama a t idopontban

2

Z(1) a hatralévé munka a ¢ idépontban

2. probléma feloldasa: vegyunk specialis idopontokat
(pl. kiszolgédlds kezdete vagy vége)
Konkrétan az igények tavozasi idé6pontjaban nézzuk a rendszert
— (bedgyazott Markov lane)
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3. jelolések:

X, 2 hatrahagyott igények szama az n. igény tavozasakor

>

Y, = az érkezo igények szama az n. igény kiszolgalasa alatt

exp exp  exp exp  exp exp

! t
gen gen gen
Yi=1 Y, = Yy =0
X1 - 1 X2 - 3 X3 - 2
4. evolicios egyenlet:
Xn—l—l = (Xn - 1)—l—}/n—l—l
vagy masképpen
) X, +Yi =1 ha X, >0
Xy = { Y ha X, =0 (3.69)
Xot1 =X+ Yo — x(X0) (3.70)
ahol
0 tres rendszer
X(X) = { 1 nem tres rendszer (3.71)

s amelybdl jol 1dtszik, hogy az {X,,n = 0,1,---} sorozat kielégiti a Markov
tulajdonsagot.
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5. a sorhossz varhaté értéke
E(Xn-l-l) = E(Xn) + E(Yn-l-l) - E(X(Xn))
amennyiben a hatarértékek léteznek:

lim E(X,) = lim E(X,4,) = E(X)

tovabba E(Y,) = E(Y) és E(x(X,)) = E(x(X)). gy
E(X) = E(X) + E(Y) - E(x(X))

ahonnan

E(Y) =E(x(X))=p
mivel a rendszer foglaltsaganak indikatora:

E(y(X)) =0P(X =0) + 1P(X > 0) = P(kiszolgal6 foglalt) =
Négyzetre emelve a 3.70 kifejezés mindkét oldalat:
Xipr = X0+ Yl 4+ x(X0) + 22X, Yo = 2Xx(Xa) = 2V X (Xo)

majd képezve a varhato értékeket

E(XZ,) = E(X2)+E(Y2,) +E(N(X.)+
QE(Xn)E(YnH) - QE(Xn) - QE(YnH)E(X(Xn))

s végul az n — oo hatarértékeket képezve:

0= E(Y?) + E(Y) + 2E(X)E(Y) — 2E(X) — 2(E(Y))?
2(1 —E(Y))E(X) = E(Y2) + E(Y) — 2(E(Y))’
E(X)=E(Y)+ 15;((12 i;fy(;)

Tudjuk, hogy E(Y') = p = AE(x). Végiil:

E(Y?) = Z KP(Y Zzﬁ/ (Az )ke—M b(z) de
= /OOO Z kz—’e_m b(x)dx
(Az)®

- /0 Z E—1)+k) X e‘”b(:z;)d:z;
=1

= / )\2:1;2 + )\:1; b(:z;) dr = NE(z?) + \E(x)
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(3.82)

NE(z?)

E(X)=p+

) 2(1—-p)

s figyelembe véve, hogy
E(2?) — (E(x))*

2 _

C, = (E(0))? (3.83)
a kovetkezo eredményt nyerjuk:
L+ %) (3.84)

E(X)=p+p 20— )

amely ugyancsak Pollaczek-Hincsin-féle varhatéérték formula néven ismert.

6. az idoparaméterek:
_ E(X) E(X) 1+ C?
T = = =E E 3.85
B = o = B+ B (3.85)
amely eredmény osszevethet6 az elozo alfejezet megfelelo végeredményével.
7. Alkalmazva az M/M/1 rendszerre: C* =1
2
p p
E(X) = = — 3.86
(X)=p+ 1= T, (3.86)
8. Alkalmazva az M/D/1 rendszerre: C* =0
2 2
p p p
= — 3.87
L—p  2(1-0p) (387)

Ty

9. 7. példa: Megoldasok II.:
6.a=6.(a)ii.. Az M /G /1-es rendszerekre vonatkozé eredménybél:
1 1

= E(z) = \M—
p= E() = A+

6.c—6.(a)ii.. Az M/G/1 sorra vonatkozé eredményekbdl:

) PE(x)(1 + ()
B(T) = Bla) + =00 5, B = AB(T),
ahol . .
1 1, 2 of =z + 2
m O T B T (B



6.e—6.(a)i..

E(Q?):L+L:25 sec
H1 H2
111 1
p (1) = AC-+ ) = 55 ) =3
2 &+
C2= T M 951695 = 17/25.
T(E()? (E(x))?
2
B(T) = B(r) + PP ) e

2(1—p)

3.9.3. M/G/1 rendszerbeli igények szidmanak hatareloszlasa
1. evolicids egyenlet a korabbiaknak megfelelden:

Xog1 = X 4 Vot — x(X,) (3.88)

2. az atmenetvaldszinuségeket kifejezve az evolicids egyenletbdl:
P(Xpp =7 | Xo=1) =P(Yop —x(Xa) =j — 1) (3.89)

Jol 1athato, hogy ekkor az { X,,,n = 0,1, -} diszkrét idejii Markov lancot alkot,
ami masképpen irva:

. . P,y —1=7—4) hai>0
P(Xn-l-l =J | Xn - Z) - { P(Yn-l—l — ] _ Z) hai=0 (390)
A teljes valoszintség tétel alkalmazasaval:
P(Y, = k) = / P(Y, =k | 2, = ¢) bz) de (3.91)
0
s figyelembe véve, hogy az érkezési folyamat Poisson
oo () k
P(Y, = k) = / %e_m bu(x) de 2y, (3.92)
0 !
Matrixos alakban felirva az atmenetvaloszintiségeket
(o wi v ys oo pe ]
Yo Y1 Y2 Ys -0 Yk
mH=|0 v vi Y2 -+ Ye—1 - (3.93)
0 0 CO yl P yk—? P
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3. az egyensulyi egyenletek:

Po = Popoo + p1p1o = (po + p1)vo
E+1 E+1

Pr = poPok + Y Pibik = PoYk + D Pilleti—i

Bevezetve az aldbbi z-transzformaltakat:
= Zpkzk, Y(z)=>" ypzt (3.94)
k=0 k=0

beszorozva minden sort z¥-val, s elvégezve ezen kifejezések Osszegzését:

oo k+1 oo k+1
Zpkz = Zpoykz Yot D Y Piyrii—izt = Zpoykz +3 > piykpr—izt =
k=1 :1=1 k=0 1=1
poY (= +sz Z Yrt1-iz" = poY (2 IZPZZW = poY (2)+2"(P(2)—po)Y (2)
=1 k=i1—1 =1 =0
ahonnan
2P (2) = Y(2)P(z) = poY (2)(2 — 1)
és

_pY(z)(1—2)
Pz) = Y(2)— =z

Innen, figyelembe véve hogy lim,; P(z) = 1, a L’Hospital szabaly alka-
Imazasaval:

(3.95)

—Y(z)+ (1 —2)Y'(2)

|Z:1

1:]30

Y'(z) -1
ahonnan
po=1-Y'(z)=1-p (3.96)
s 1gy
P(z) (1_¢é$fi_@ (3.97)

4. Y(z) meghatarozasa a kiszolgalasi id6 eloszlasa (b(t)) alapjan:

H=Y st =Ygt =3 [P =k | o= tp(t)det =
k=0 k=0 k=0 =Y
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3 / : (%)ke—ﬂb(t)dtzk — / T e dt = B (A1 — 2))

ahonnan
V() = b1~ 2) (3.9
és pley = =P B0 = 2)(1 = 2) (3.99)

B*(A(1 —z2)) — =z

amely Pollaczek-Hincsin-féle transzformalt formula néven ismert.

5. Példa: M/M/1 sor

b(l’) — Me—ﬂx7 b*(S) — £7 b*()\(l — Z) = )\—)/\lizﬁ—/,b
P(2) = L—pu(l—2) (A—pul—z) 1-p (3.100)

Cu— Az Ay (p=A)(1—2) 1 —pz
s ahonnan: p; = (1 — p)p”

3.9.4. Kitekintés

1. a szuletési-halalozasi folyamatok korlatainak feloldasa

o 1épcsds érkezés, kiszolgdalas, Phase-type, M/G/1

csoportos érkezés, kiszolgalas (éltalanos Markov-foly.)
e nem exponencialis érkezési idékoz, kiszolgalas (G/M/1, G/G/1)
(csoportos) Markovi érkezési folyamat (BMAP)

matrix geometrikus megoldas
2. t6bb kiszolgaldsi egység (sorbandllasi halézat)

o Burke tétel

o reverzibilitas

e nyilt és zart sorbanallasi halozat
e szorzat alaki megoldas

e mean value analysis, decomposition
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3. 4j kihivasok: példak
e tobbféle forgalom keveréke (B-ISDN)
e hosszu ideju fuggoség

e onhasonldsag

4. 1j valaszok:

o folyadékmodellek

o fraktal, kdosz modellek
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4. fejezet

Hal6zatok forgalmi modellezése

4.1. Veszteségmentes halézatok forgalmi elemzése

4.1.1. Burke tétel és kovetkezményei

1. Burke tétel: az M/M/m sor kimeneti folyamata is Poisson.

e Az M/M/1 sorra megmutatva:

A
D*(s) = (1 —phy—H 4 @ _F 41
(5) ( Po )S—l-u Po St stA ( )

ahol d(t), D*(t) rendre a tdvozasi id6kozok eloszlasanak sirliségfliggvénye
és annak Laplace transzformaltja.

D(s) = - i ;) (4.2)
- d(t) = X e ™, (4.3)

azaz a tavozasi idokozok is exponencialis eloszlasiak A paraméterrel.

o Kovetkezmény: két sorbakapcsolt M/M/1-es kiszolgalora legyenek az
allapotok a kovetkezoképpen jelezve: (ki,k2). Ekkor feltéve, hogy
A

A
— <1 =<1 (4.4)
H1 H2

teljesil, azaz a rendszer stabil, ha:

A < min(py, fa). (4.5)
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o Az allapotegyenletrendszer:

)\po,o = H2pPo,1
(A + 12)po k, = H1P1ke—1 T H2P0ke+1 ke >1
(A 4 p1)pry 0 = Apr,—1,0 + [2Piy 1 k> 1 (4.6)
()‘ + 1+ /“LQ)pliw = )‘pkl—17k2 + /“Llpk1+17k2—1+
—I_M?pkl,kz-l-l k17k2 2 1

ahonnan levezetheto:

e Ly B U 1 R

Phy ks = Phy Pho (4.8)

és igy:

2. Aciklikus hélézatok:

e sorbakapcsolt (tandem) hédlézatok dltalanositdsa

e Poisson folyamatok oOsszegzésén és véletlen szétvalasztasan alapuld
eredmények felhasznaldsaval

e szorzat alaku eredmények:
N
Pkq ky by = Hpki
=1

4.1.2. Nyilt (Jackson tipusii) sorbanallisi halézatok

1. Jellemzok!:

e a halézat N csomoépontot tartalmaz

e az 1. csomopontban m; kiszolgdld egység miukodik

o a kiszolgald egységek kiszolgalasi ideje az 1. csomépontban, exponencialis
eloszlasu, p; paraméterrel,

o az 1. csomopontba kivulrol érkezo igények érkezési folyamata ~; paramétert
Poisson folyamat

LJackson, J.R.“Jobshop-like Queueing Systems,” Management Science 10, 1 (1963), 131-142.
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e az 1. csomépontban befejezett kiszolgalas utan az igény a j. csomopontbha

léep at rij,1,9 = 1,2,
eltavozas valoszintsége:

N

1—2 ik

k=1

ivj:1727"'

-, N valdszintuiséggel, mig a rendszerbol vald

N (4.9)

e mivel a hdlézat nem aciklikus, az egyes csomopontok ered6 érkezési folya-
mata nem Poisson, ugyanakkor az i. csomoépontra kifejezheto az atlagos

eredo érkezési intenzitas:

N
)\Z:%—I_Z )\]‘T]ﬂ i:1,2,"',N

(4.10)
7=1
2. A stabilitas feltétele:
)\Z’<mi/,ci i:1,2,"',N (411)
. Az allapotok értelmezése:
N: (kl,kz,"',k]\f), (412)
. amely jelolésekkel a jellegzetes dllapotok:
N — (klv' 7]{2.7...7]{]7...7]{]\7)
NiO = (klv' 7ki+17"'7kj7"'7k]\7)
: 4.13
Noj = (ki okiv-oo k=1, ky) (4.13)
Ni,j = (kl,' ,ki—I-l,"',k]‘—l,"',kN)

ahol k; —1 >0,

5. és amely jelolésekkel a jellegzetes allapotatmenetek:

[} N07]‘—>N§

egy igény érkezik kivilrdl a j. csoméponthoz (7; intenzitassal), és ezzel

megnoé a csomépontban az igények szama k; — 1-rol kj-re,

[} NZ'70—>N§

egy igény tavozik a halézaton kiviilre az i. csomépontbdl (rip = 1 —
Zé\f:l r; ; valdszintliséggel és o, (k; + 1)p; intenzitassal), és ezzel lecsokken

az igények szama k; + 1-rol k;-re,
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[ Ni,j — IN:
egy igény tavozik az i. csomépontbdl a j. csomépontba (r; ; valdszintséggel
és a;(k; + 1), intenzitassal), és ezzel egyrészt lecsokken az igények szama
az 1. csomopontban k; 4+ 1-rol k;-re, masrészt megno az igények szama a j.
csomépontban k; — 1-16l k;-re,

ahol «;(k;)-re:
Ozz(kz) = min{ki, mz}

6. Az N. allapotra:

e az egyensilyi egyenlet:

N N N
PN |2 i+ D aulk) | = ZPNLOO@(& + 1) p rip+
=1 =1 7

(4.14)

™=
[~]=L

N
‘|‘ZPNOJ. ¥i 0i(kq) +

=1

2. PN, ik + 1) pi rej

1 1

.
Il

o
Il

(Sz(kz) = 1, ha kZ 2 1, és

o amely megoldasaval Jackson megmutatta, hogy az alabbi szorzat alaku
eredmémy teljesul:

PN = Pki,ky = Pl P2,k * " PNoky (4'15)
ahol
k
Ay 0<k: <
Pi0 E @ i m;
Dik; = (4.16)
k
YRR —
pzo(_) Z'l ki k] >m2
’ M mz’

Y pig =1 (4.17)
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4.1.3.

Zart - Gordon-Newell tipusu - sorbanallasi halézatok

1. Jellemzdk:

e hasonloak a Jackson tipusuakhoz, DE
o v, =0, Vs

e amely alapjan:

ki =k (4.18)

=1

o az egyetlen lehetséges jellegzetes allapotatmenet: IV, ; — N:

egy igény tavozik az i. csomépontbdl a j. csomépontba (r; ; valdszintséggel
és a;(k; + 1), intenzitassal), és ezzel egyrészt lecsokken az igények szama
az 1. csomopontban k; 4+ 1-rol k;-re, masrészt megno az igények szama a j.
csomépontban k; — 1-16l k;-re,

2. Az N. allapotra:

e az egyensilyi egyenlet:

pN [Z Ozz(kz) /J;| = ZZ me Ozz(kz —|— 1) M ri,j (419)

=1 =1 7=1

o amely megoldasaval Gordon és Newell megmutatta, hogy az alabbi szorzat

alaku eredmémy teljesul:

—_

PN = ¢ H hi(k;) (4.20)

=1

ahol

=

hi(k;) (4.21)

=Y
N

=1

a h;(k;) figgvényekre:

N
)\Z':Z )\]‘ T izl,"',N (422)
7=1
amely nem szolgédltat egyértelmi megoldast, de feltéve Ay = l-et, az
alabbihoz juthatunk:
A=(1,Va, -, V) (4.23)

ahol V; = X\;/A1.



4.1.4. BCMP halézatok

A szorzat-alaki megoldasu halozatok altalanositasa: BCMP
(Baskett, Chandy, Muntz és Palacios-Gomez — 1975).

1. Igényosztalyok: tobb lehetséges igénycsoport, kiszolgalas utan megengedett az
osztalyvaltas:

P = [piyjs, 1,5 <M, r,s < R] (4.24)
ahol az atmenetvaloszintség jelentése, hogy az r. osztalyhoz tartozd igény az .
csomoépontban tortént kiszolgalas utan atlép az s. osztalyba és a j. csomoépontba.

2. Kiszolgalasi elvek:
(a) A kiszolgalds elve FCFS.

Valamennyi igényt ugyanolyan paraméteri exponencialis eloszlas szerint
szolgalnak ki fiuggetlentul az igényosztalytol. A kiszolgalds intenzitasa
fugghet a csomopontban 1évé osszes igény szamatol.

(b) A kiszolgalas elve PS.

//////

gyiké raciondlis Laplace transzformalttal kifejezheto.

(c¢) A kiszolgalas LCFS megszakito-megérzo (preemptiv-resume) elvvel.

//////

gyiké raciondlis Laplace transzformalttal kifejezheto.

(d) Minden igénynek kiilon kiszolgaldja van.

//////

gyiké raciondlis Laplace transzformalttal kifejezheto.
3. Egyensilyi eloszlassal rendelkez6 hélézatra (1d. stabil Markov lanc):

e az ¢. csomoépontra:

N;=(N;1,Ni2, -, Nig) (4.25)

)

e a haldzat allapotvaldszinuiségvektora:
N:(MDM%'”?MM) (426)
4. A halézat lehet nyilt vagy zart.

e Nyilt halézatra:

M R
X = Vi + D09 s Pissir 5,5 =0,1,2,-- M (4.27)

j=1s=1
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o 7Zart hidlézatra:

M A
Y>3 N, =N, (4.28)
=1 r
5. Az eredmény szorzat alaku:
1 M
p(N) = = IT 9:(X) (4.29)
=1
ahol GG egy normalizaciés konstans.
Egy adott csomdpontra:
R
N;=>" N,
r=1
mig g;(N;) az aldbbi alaku:
R N;
N TT ! (Vi) Nor S az a) kiszolgalasi tipusra
' r=1 Nz,r! " 223
R 1 V. Nir
g(N;) =1 N! ] o a b) és c) kiszolgalasi tipusra
r=1 Ni,r! i
R Nir
L Vi, \" : s
,,1;[1 N (M”) a d) kiszolgdldsi tipusra

(4.30)

és ahol V. = X\;. /Ay, a normalizélt érkezési intenzitas.

4.1.5. Nem szorzat alaki haldézatok rekurziv megoldasa

1. Alapesetek:
o A/ tipus: egy ismeretlen input, ismert adott és mas input
allapotvalészintiség (Robertazzi, Fig. 3.22)

e B/ tipus: ismeretlen aktualis, ismert input allapotvaldsziniiségek, (Rober-

tazzi, Fig. 3.23)

o A/ tipus: két veszteséges sor tandem kapcsolata: (Robertazzi, Fig. 3.24)
e A/ tipus: egy ISDN protokoll: (Robertazzi, Fig. 3.26)
e B/ tipus: egy Window Flow Control protokoll: (Robertazzi, Fig. 3.28)
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4.1.6. Korlatok

1. Veszteségmentesség
2. Specialis érkezési és kiszolgalasi folyamatok

3. Folytonos ideji folyamatok — léteznek diszkrét ideju kiterjesztések is!

4.2. Veszteséges halozatok forgalmi elemzése

4.2.1. Forgalmi jellemzok

1. CBR forrasok jellemzése:

o forgalmi jellemzok
— 4tlagos érkezési intenzitds: A
— vérhato kiszolgaldsi ido: 1/u
— a felajanlott forgalom A = A\/j Erlang

e hivasjellemzok

— A;: csucs bitsebesség
2. VBR forrasok jellemzése:

o forgalmi jellemzok
— 4tlagos érkezési intenzitds: A
— vérhato kiszolgaldsi ido: 1/u
— a felajanlott forgalom A = A\/j Erlang

e hivasjellemzok

— A;: csucs bitsebesség
— A;: 4tlagos bitsebesség vagy A;/A; csics és atlagos bitsebesség arany
— varhaté borsztido

— effektiv savszélesség modellek: Hui és Kelly, Lindberger, Tidblom,
Guerin
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4.2.2.

Hivasblokkolas egy link esetén

1. Egy forgalomosztély

o Feltételezések:

— a hivasok egy szolgaltatashoz tartoznak

— véletlenszertien érkeznek és egymastol fiiggetlenek (exponencialis
érkezési id6 eloszlas A paraméterrel)

— az Osszekottetések tartasideje exponencialis eloszlasu p paraméterrel
— a felajanlott forgalom A = A/p Erlang

— teljes elérhetoségliek a nyalabok
forgalmi modell: M/M/N/N rendszer, amelyre
— a blokkolas mértéke (id6- és hivas-torlddas) — az Erlang-B képlethol:

AN

E(N,A) = (4.31)

i
|

rekurziv szamitéas:

n=12.,N (4.32)

ahol F(0,A) = 1.

a nagyobb nyalab elonyosebb a bévités szempontjabol, azaz allandd
blokkolas mellett kevesebb aramkorrel kell boviteni:

N(A;+ Ay, B) < N(A1, B) + N(Az, B)

a B-vel paraméterezett gorbesereg bizonyos A érték felett egyenesekkel jol
kozelitheto:

A
N~ —+ N (4.33)
Qo
ahol ag és Ny a B-tol fugg.
B N tartomany
% 12..120 60..600

Qo No Qo No
0.1 | 0.830 | 9.53 | 0.929 | 18.77

110905 | 7.25 | 0.973 | 13.40
10 | 1.083 | 3.89 | 1.106 | 5.59
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Ha N > A, a kovetkezé egyenlotlenség teljestil (Chernoff korlat):
A N
l?:EUWA)g(N) N4

o a forgalom csicsossagi tényezoje:
Z:=VIM =1,
ahol M = A afelajanlott forgalom atlagos értéke, V' a forgalom varianciaja
(szérdsnégyzet)
® a csucsossagi tényezo értéke:
— 7 = 1: véletlen (felajanlott) forgalom
— Z < 1 az atvitt forgalom

— Z > 1 csucsos forgalom
e a tilcsordult forgalom jellemz6i az M/M/N/N rendszer esetén:
— vérhatoé értéke: U = F(N,A)- A

— varianciaja:

A
=U(1- 4.34
v U( U+N+1+U—A) (4.34)

2. Tobb forgalomosztaly

o Feltételezések:

— legyen C' a link (illetve VPC) kapacitasa
— a link kapacitasat S szamu szolgaltatas egytittesen hasznélja
— az s. szolgaltatas forgalma ag, savszélességigénye r;
(s=1,..,9 r=(ry..rs))
e Forgalmi modell:

— ns a VPC-n létrehozott s. szolgaltatashoz tartozé hivasok szama

— a megengedett allapotok:

ST ={(ny,...,ns)| Z_:nsrs < C} (4.35)

— STs az olyan allapotok halmaza, amelyekben az s. osztalyba tartozo
hivas érkezésekor nem kap kiszolgalast:

S
STS = {(nlv 7nS)|C —Ts S Znsrs S C} (436)
s=1
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4.2.3.

— tobb forgalomosztaly esetén a hivasblokkolasi képlet szorzat alaki,
azaz a rendszer allapotvaldsziniiségei (Kaufman, Kelly):

S e

P(ny,na,ymy) = G(ST)™ T 2 (4.37)
s—1 Ng.
ahol
S a’s
G(ST) = > I1= (4.38)

!
(7117’1+...+715T5)€ST s=1 s

o az s. szolgaltatasosztaly blokkolasi valészinisége a kovetkezé mddon
hatarozhaté meg:

_ GST)
by = G(ST) (4.39)

o az allapotvaldsziniiségek meghatarozasa szamitasigényes, killonosen akkor,
ha a szolgaltatdsosztalyok szdma nagy (az allapotok nagy szama mi-
att), ezért a blokkolasi valészintliség hatékony kiszamitdsara kiilonb6zo
modszereket dolgoztak ki (Kaufman, Roberts, sth.), de érdekesek a zart
sorbanallasi halézatokra kidolgozott numerikus médszerek (pl. MVA -
Mean value Analysis is)

Hivasblokkolas tobb link esetén

1. Feltételezések:

o legyen (' a j. link kapacitasa

e a linkek kapacitdsat S szamu szolgaltatds egytittesen hasznalja (t6bb for-
galomosztaly)

o véletlenszerlien érkeznek és egymastdl fiiggetlenek (exponencialis érkezési
id6 eloszldas A; paraméterrel)

o az Osszekottetések tartasideje exponencidlis eloszlasu pgs paraméterrel
o a felajanlott forgalom a;, = A/ FErlang
o teljes elérhetdségiiek a nyalabok

e az s. szolgaltatas forgalma a,, savszélességigénye r;

(3 =1, ...,S, r= (rla ---7TS))

o fix- és egyutas elvezetés, azaz az Osszekottetés tutvonala egyértelmiien
meghatarozott
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o R, az s. szolgaltatashoz tartozo linkek halmaza

o Y. az 1. linken athalado utak halmaza
2. Csokkentett terhelésu kozelités — Reduced Load Approximation

o legyen most r, =1, Vs

o linkszintl veszteség: fix pontos kozelités

Li = B(}_ psts(5). C) (4.40)

sEY;

ahol
()= II (-1 (4.41)

JERs—{i}

o Az s. osztalyu igények eredd vesztesége:

Bym1—J[(1-1Ly) (4.42)

JER:
3. altaldnositasok:

o tobbféle savszélesség

e Osszetett utvonalvalasztas (Whitt, Ross, Girard, Fodor)
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5. fejezet
ESETTANULMANYOK

5.1. Csomagok tovabbitasa réselt csatornan

1. specialis bolyongas (diszkrét sziiletési-halalozasi folyamat)
(végtelen dllapottérrel)

o érkezési folyamat: minden idorésben p valoszintuséggel érkezik 1 csomag és
1 — p valoszinuséggel 0 csomag.

o kiszolgdlas — csomagtovabbitds: ha van tovabbitandé csomag, akkor min-
den idorésben ¢ valdszintiséggel tovabbit egy csomagot a rendszer és 1 —p
valoszinuséggel 0-t.

o kiszolgalasi elv: FIFO
2. a rendszerdllapot (X;) az idorések elején a tovabbitdsra vard csomagok szama.

3. mukodés kétféle értelmezése:
L. elobb a csomag tovabbitas, majd 1) csomag érkezés,
IT. egy idorésen beliil elobb csomag érkezés, majd tovabbitas

4. evolucids egyenlet:
Loeset: Xyp1 = (X, — Vo))" + Vs
I eset: X,p1 = (X, — Vg1 + Vi) ™©
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5. Markov lanc:

1. eset:

p p

q) (1-q) (I-q )
p@ q(1-p) Q q(l-p@ q( p@

p p(1- ) p(l-q
@ q(l-p@ q(1- 1-

II. eset:
p(1-q) p(1-q) p(1-q) p(1-q) p(1-q)
a(l- I- a(1-p) 1-

G oirT ORI ST e

6. Egyensilyi eloszlas: (lokélis egyensilyi egyenletek alapjan)

1. eset: '

q—p p(l—Q))Z q—p .
po="—"ypi = ;121
’ q (Q(l—p) (1—q)q
II. eset: '

1—¢)\" q-
pi:(p( C])) i
q(l—p)) (1-pg

7. teljesitményjellemzok:

o a stabilitas feltétele:
evolicids egyenlet alapjan: E(V) > FE(Y)
Foster kritérium alapjan: ¢(1 —p) > p(l —¢) = p<gq
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o kihasznaltsag:

I. eset : pzl—pozl_(l_}_?):}_j
q
— o)1 —
II. eset : pzl—po(l—p)zl—w:}_?%l_po "
1—p)g q
e rendszerben 1évo igények szaméanak varhato értéke:
L. eset : : )
o~ _ P —p
F(X)= ip = ——=
==t
II. eset : : )
o~ _ Pl —q
F(X)= ip = ——
==t

e rendszerben eltoltott 1do varhatd értéke:

I. eset : ' » " '
t - P
Pt
II. eset : » " '
i —q
P ==y

amely eredmények mindegyik esetben osszhangban vannak a Little-
formulaval.

5.2. ATM kapcsol6 analizise

5.2.1. ATM kapcsolé modellje

Ezen szakaszban egy N x N-es kapcsologép viselkedésének modellezésével foglalkozunk
ATM kornyezetben. Az atvivendd adat cellakban érkezik, az ido réselt, egy cella egy
idorés hosszisagu. A kapcsoldgép egy adott bemenetén egy idorésben fuggetlen, min-
den idérésre azonos eloszlasu valdszintuségi valtozé szerint érkezik vagy nem érkezik
cella. Az érkezési folyamatot a Q = {¢;} vektor irja la, ahol ¢; annak a valdszintisége,
hogy az i. bemenetre egy adott idorésben cella érkezik.

A beérkezo cella az N kimenet valamelyikén kertl tovabbitasra. Azt, hogy melyik
kimenetet célozza meg az adott cella diszkrét eloszlasokkal modellezzik. Ezeket az
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eloszlasokat a W = {w;;} matrix adja meg, ahol w;; annak a valdszintisége, hogy az
1. bemeneten érkezo cella a j. kimeneten tovabbitandé.

A bejové és kimend vonalak sebessége azonos, azaz, ha egy idérésben tobb
cella ugyanazt a kimenetet célozza, ezek kozil egy keriilhet atvitelre, a tobbi
varakozasra kényszerul. Kétféle sorbaallitasi médszer hasznalhato: a varakozési sorok
kialakithatok a kapcsolé bemenetein vagy kimenetein. A két megoldas lathaté az 5.1.
abran.

9 | o 2 — |||t
1 -+ Pl S A A
1 2 N
1 2 N
a, sorok a kimeneteken b, sorok a bemeneteken

5.1. 4bra : Bemeneti és kimeneti sorbaallitas

A két megoldas kozil a kimeneteken torténo sorbaallitas tinik jobbnak. Ennek
oka az, hogy, ha a varakozasi sorok a bemeneteken vannak, eléfordulhat, hogy egy
cella, annak ellenére, hogy az altala megcélzott kimenet szabad, varakozni kényszerul
a sorban elotte allék miatt, akik bizonyos kimenetek felszabaduldasara varnak. Erre
lathaté példa az 5.2. abran. Ennek megfeleloen mind az atlagos sorhossz, mind az
atlagos varakozasi id6 a kimeneteken torténo sorbadllitdas esetén alakul kedvezdébben.
Valgjaban a két struktura kozotti valasztdas mégsem egyértelmi, mert a kimeneteken
torténo sorbaallitas esetén gyorsabb kapcsolégépre van sziikség. A legrosszab esetben
minden bemeneti vonal ugyanazt a kimenetet kivanja elérni, a kimeneti sorbaallitas
esetén ilyenkor a kapcsologépnek miden bemenetérdl at kell vinnie a cellakat az adott
kimenethez tartozo sorba egy idorésen belul. Bemeneti sorbaallitasnal legfeljebb egy
cellat kell egy iranyba tovabbitani, kimenetinél N-t.

A kovetkezo szakaszban azt az esetet vizsgaljuk, amikor N = 2 és a sorok a kapc-
sol6 bemenetén helyezkednek el. Ha a két sor elején allé cella ugyanarra a kimenetre
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[3 15 [2]1]

[6 [N[3 ] 1]

5.2. dbra : Vdarakozéas a bemeneteken

tovabbitandd, a cellak kozil 1/2-1/2 valészintiséggel kertil valamelyik atvitelre. Az
elemzésre hasznalt Markov-lanc megszerkesztheto mas kiszolgalasi politikak esetére
is, példaul ugy, hogy utkozés esetén a hosszabb sor elején allé cella haladjon at a
kapcsolon.

Tovabba feltételezziik, hogy a cellak athaladasi ideje 0, azaz, ha egy cella
érkezésekor a sor tres és a kimenet szabad, az atvitel még ugyanebben az idorésben
megtorténik, a cella nem all be a sorba.

5.2.2. Sorok a bemeneteken

A kapcsol6 elemzésére két dimenzios diszkrét ideji Markov-lanc hasznalhato. A lanc
egy allapotanak két eleme a két sor hosszanak felel meg. A lanc felépitése az 5.3. abran
lathat6. A lanc az allapotatmenetek szempontjabol négy részre oszthatd: mindkét
sor ures, az els6 sor tres, a masodik sor tres, mindkét sorban varakoznak elemek.
Az 5.4. dbra a (0,0) allapotot mutatja, amikor mindkét sor tires. Az abran az
allapotbol kiindulé atmenetek valoszintségei lathatok. Ezen, és a kés6bbi abrakon
is S jeloli annak a valdszintiségét, ha a két tovabbitandé cella ugyanazt a kimenetet
célozza, azaz S = wi1wq; + wiawaz. Ebben a helyzetben a kovetkezok torténhetnek:

e a kovetkezo allapot az (1,0), ha mindkét bemeneten érkezik cella, ezek ugyanarra
a kimenetre tovabbitanddk, és a méasodik bemeneten érkezo kerul kiszolgalasra,

e a kovetkezo allapot az (0,1), ha mindkét bemeneten érkezik cella, ezek ugyanarra
a kimenetre tovabbitandok, és az elsé bemeneten érkezo keril kiszolgédlasra,

e ha egy vagy egy cella sem érkezik, a két sor tires marad, azaz a lanc marad (0,0)
allapotban.

Az 5.5. abran azon allapotokbdl kiindulé atmenetek lathatok, amikor az elso sor-
ban varakozik egy vagy tobb cella, a masodik sor iires. (a,0)-val jelolve az adott
allapotot a lanc a kovetkezo allapotokba juthat:
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—

5.3. dbra :

A modellezésre hasznalt lanc

Q1Q25/2

Q1Q25/2

5.4. 4bra : Uresek a sorok
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qlgl—ng-ls-/

_ 92(1—q1)5/2+

i (e
q1925/2 @

q1925/2

5.5. dbra : A madsodik sor iires

(x — 1,0) a kévetkezé allapot, ha

— csak a masodik sorba érkezik 1j igény és nem torténik tutkozés,

— egyik sorba sem érkezik 1) igény,

a (x,0) allapotban marad a lanc, ha

— csak az elso soron érkezik 1j cella,

— ha csak a masodik soron érkezik 1j cella, a két igény utkozik és a masodik
sor elso eleme kerul atvitelre,

— mindkét soron érkezik 1j igény és nem torténik titkozés,

e a kovetkezo allapot az (v 4 1,0), ha mindkét soron érkezik 1j igény, litkozés
torténik és a masodik sor elso eleme kertl atvitelre,

e az (v —1,1) allapotba jut a rendszer, ha csak a masodik soron érkezik 4j cella,
a két igény tutkozik és az elsé sor elso eleme kerul atvitelre,

a kovetkezo allapot az (x, 1), ha mindkét soron érkezik 1j igény, iitkozés torténik
és a elso sor elso eleme kertl atvitelre.

Az az eset, amikor az elsé sor tres, de a masodik sorban varakoznak elemek az
5.6. abran lathato. Egy ilyen dllapotbdl kiindulé atmenetek megegyeznek az el6z6
eset atmeneteivel az elso és masodik sor szerepének felcserélésével.

Az 5.7. dbra mutat egy olyan allapotot, ahol mindkét sorban varakoznak elemek
(a helyben maradés valdszintisége nincsen feltiintetve). Az atmenetek a kovetkezok:
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1 (1—g2)(1-5)+
(1-q1)(1—g2)

CG

q1925/2
92(1—q1)+
q1(1—q2)5/2
9192(1-39) 91925/2

@

5.6. dbra : Az elsd sor lres

a kovetkezo allapot az (v — 1,y — 1), ha egyik bemeneten sem érkezik cella és
nem torténik utkozés,

a kovetkezo allapot az (x,y — 1), ha

— csak az els6 bemeneten torténik érkezés és nem torténik utkozés,

— nem jon 1j cella, ttkozés torténik, és a masodik sorban allé cella keril
kiszolgalasra,

alanc az (¢ + 1,y — 1) allapotba jut, ha csak az elsé sorra jon 14j cella, litkozés
torténik, és a masodik sorban all6 cella keriil kiszolgalasra,

a kovetkezo allapot (x — 1,y), ha

— csak a masodik bemeten jon 1j cella, és nem torténik utkozés,

— nem jon uj cella, utkozés torténik, és a elsé sorban allé cella keril
kiszolgalasra,

a lanc helyben marad, ha
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@

1 (1—gq2)(1-5)+
(1—q1)(1—g2)5/2

q1(1—¢2)S/2

z+ 1,y
q1925/2

(1=q1)(1-g2)(1-5)

z—1,y y

)

91925/2

@

5.7. 4bra : Mindkét sorban vannak elemek

@(l-—g)(1-S)+
(1-q1)(1—g2)5/2

— pontosan egy érkezés torténik, a két sor elején allo cellak utkoznek, és azon
sor elején allo cella kerdl kiszolgalasra, amelyik sorba az 4j cella jott (ennek
valdszintsége: ¢1(1 — ¢2)S/2 + q2(1 — ¢1)5/2),

— mindkét bemeneten érkezik cella, és nincs iitkozés (ennek valdszintsége:

611(]2(1 - S))v

e a kovetkezo allapot az (v 4 1,y), ha mindkét soron érkezik 1j igény, litkozés
torténik és a masodik sor elso eleme kertl atvitelre,

o a kovetkezd dllapot (@ — 1,y + 1), ha csak a masodik sorra jon 1j igény, iitkpzés
torténik, és az els6 sor elején allo cella halad at a kapcsolon,

e a kovetkezo allapot az (x,y + 1), ha mindkét soron érkezik 1j igény, litkozés
torténik és az elso sor elso eleme kertl atvitelre.

5.2.3. Sorok a kimeneteken

A kimeneteken torténd sorbaallitas esetén az analizis egyszerubb, az egyik sor
viselkedése nem figg attol, hogy hany elem varakozik a masik sorban. A kapcsold
modellezésére ebben az esetben két fuggetlen Markov-lanc hasznalhato.
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q1(1 — g2)wii+

g2(1 — q1)wa+
L= qrgawinwn q192(w11was + wiswar)

q1¢2wW11Wa1 vt q1qaW1aWas+ \\x/ q1¢2wW11Wa1 b
q1(1 — g2)wia+
g2(1 — g1 )wan+
(1 —q1)(1 —¢2)

5.8. dbra : Sor a kimeneteken

Az els6 kimeneti sor viselkedését modellez6 lanc lathato az 5.8. abran. Ha a sor
ures a lanc a kovetkezo dllapotba 1ép, ha két cella érkezik, és mindketto az els6 kimenet
felé tovabbitando, egyébként helyben marad. Ha van varakozé igény a kovetkezo
allapot haromféle lehet:

e a sor hossza eggyel csokken, ha nem érkezik cella a kimenet felé,
e a sor hossza valtozatlan marad, ha egy cella érkezik a kimenet felé,

e a sor hossza egyel no, ha két cella érkezik a kimenet felé.

5.2.4. Osszehasonlitas
Az egyes sorok varhato hossza bemeneti sorbaallitdsnal a kovetkezo képletekkel

Ly :Zzipijv

i>0 j>0

Ey=3 > ik,

i>0 j>0

szamithaté ki:

ahol P jeloli az (7, j) allandésult allapotbeli valdszintiségét. Kimeneti sorbadllitasnal:

Ey =) iPy,

i>1

Ey =7 iPi,,

i>1
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4 sorok a bemeneteken —
sorok a kimeneteken - - - -

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

5.9. dbra : Atlagos sorhossz

ahol P, (P;2) jeloli az elsé (masodik) sor ¢. allandésult dllapotbeli valdszintiségét.

Az 5.9. abra az atlagos sorhosszat mutatja az érkezési valdszintiség fuggvényében
a két kulonbozé megvalositas esetén. A sorok mérete 5 cella tarolasara elegendo,
G1 = g2, w1 = wy = 0.5.

Szamitsuk ki, hogy egy idorésben varhatéan hany cella kerul kiszolgalasra be-
meneti sorbaallitds esetén! Ehhez azt kell tudnunk, hogy valamely dllapotban allva, a
kovetkezo idorésben milyen valoszintiséggel hany cella keril atvitelre. Ehhez megint
négy részre kell osztjuk az allapotteret. Az atvitel:

§ = Poo[l X (¢1(1 — q2) + @2(1 — q1) + ¢125) + 2 X qra(1 — S)]+
+ 3 Poo[l X ((1 — g2) + ¢25) + 2 x q2(1 — 9]+

r>1

+3 Pyl x (T—q) +qS) +2x qi(1 — 8]+

yz1

+ S Pyl xS+42x(1-9)

v>1,y>1
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1.9

L8 - sorok a bemeneteken — _
1.7 L sorok a kimeneteken - - - o _

1.6 - |
1.5 L
14 F :
1.3 g
1.2 - -
1.1
1 i

0.9 ! ! ! ! ! ! ! ! !
05 0585 06 065 07 075 08 08 09 0.95 1

5.10. dbra :  Atvitel

Kimeneti sorbadllitas esetén az atvitel:

0= PFoi(qi(1 — g2)wir + @2(1 — q1)war + q1q2(1 — wizwaz)) + Z P+

r>1

+FPo2(qi(1 — @2)wiz + q2(1 — q1)waz + q1Ga(1 — wiiway)) + Z P,
e>1

Az 5.10. abra az atvitel alakulasat mutatja az érkezési valészintség fuggvényében
a két kulonbozo megvaldsitas esetén A sorok mérete 5 cella tarolasara elegendo, ¢, =
g2, w11 = we; = 0.5. Nem meglepd, hogy bemeneti sorbadllitds esetén az atvitel az
érkezési valoszintiség novekedésével 1.5-hoz tart. Ha minden idérésben érkezik cella,
a sorok allanddan telitettek. Ebben az esetben 1 csomag jut at a kapcsolon, ha van
litkozés | és 2 cella, ha nincs litkézés. Mivel esetiinkben az titk6zés valdszintisége 1/2,
az egy idorésben atvitt cellak varhato szama 1.5.
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5.11. d4bra : A kimeneti sort modellezo lanc

5.2.5. Sorbanallé igények szamanak hatareloszlasa kimeneti
sorbaallitas esetén

Tekintstunk egy kimeneti sort. Feltételezziik, hogy a cellak minden bemeneten azonos,

fuggetlen Bernoulli-folyamat szerint érkeznek. Annak valdszintisége, hogy valamely

bemenetre cella érkezik egy adott idorésben p. Minden bejovo cella egyenletes eloszlas

szerint kerul tovabbitdasra valamely kimenetre.

A megfigyelt kimenet felé az egy iddrésben érkezo cellak szamanak eloszlasa bi-
nomialis eloszlast kovet:

a; = P(i cella érkezett az idérésben) = ( ZZ[ ) (p/N) (1 —p/N)N=,

Az 5.11. abran lathato Markov-lanc a megfigyelt sort modellezi, a rendszer egy II.
tipusi evolucids egyenlettel irhato le, azaz:

Xn—l—l = (Xn —1 + Yn—|—1)+

ap+ay az az a4 - Apgr

o a1 ay az - Qg
11 = 0 o a1 dg -+ Op—1

0 0 o ayp -+ dAp—3
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Az egyensiilyi egyenletek:

Po = Poo + po1 + piao, (5.1)
k-1 k1

Pk = Pr@1 + Pr+1do + Z Pilgp1—; = Zpiak+1_i- (5.2)
=0 =0

Vezesstuk be a kovetkezo z-transzformaltakat:
P(z) = Zpkzk, Az) =) apz*.

Ekkor (5.1) és (5.2) felhaszndlasaval:

oo k+1
P(Z) = Podo + Poli + P1ao + Z Zpiakﬂ_izk =

k=1 =0

oo k+1

= podo+ Y. Y Pittpgi—iz" =

k=0 =0

oo k+1 00

= podo+ D Y Pitly1—iz" + Y podrs1zt =

k=0 =1 k=0

o0 o0 o0
_ k -1 E+1
= podo + E Pi E Apyr1-i2 + 2 E Polii12 =
k=0

=1 k=i—1
o] o] o]
-1 7 I -1 m
= poto + % Z}%Z Zalz + =z pOZamz =
=1 =0 m=1

= podo + 27 (P(2) = po) A(2) + poz (A(2) — ao).
amibol a = ( )
— Z Polo Z —
P = Ty ~ P Ay

Innen, figyelembe véve, hogy lim._,; P(z) =1, a L’Hospital szabaly alkalmazasaval:

1

1= — |:=1,
PotoT =iy =

amibdl, mivel A'(1) az egy idérésben az adott bemenetre érkezé celldk szaménak
varhatéoérték adja:
poag =1—A'(z)=1—p,
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és igy:

(L-p)z—1)  ([A-p)(l—2)
Pz) = z— A(z) - A(z)—=z

Alkalmazzuk a kapott eredményt N = 2 esetén. Ebben az esetben az érkezési

()0

o= (-3 +3).

valdszintuiségek:

ennek z-transzformaltja:

ekkor P(z) a kovetkezé:

ebbol konnyen szamolhatd példaul pg:

po = P(2) |.=0=

Az eredmény konnyen ellenorizheto més modszerrel is, mert N = 2 esetén a rend-
szer sziletési-halalozasi folyamat. Az eldrelépés valdsziniisége ag, a visszalépés
valdszintisége ay. Ekkor

1 1—p
poz = k: 5
LI 0
-I-kZ::l @ ( 2)

5.2.6. Atvitel szamitisa bemeneti sorbasllitas esetén

Az 5.2.4. fejezet végén megmutattuk, hogy bemeneti sorbaallitast alkalmazva, hogyan
alakul az atvitel az érkezési valésziniség fuggvényében, ha a bemenetek szama 2.
Ebben a fejezetben nagy bemenetszam esetén hatarozzuk meg az egy idorésben atvitt
cellak atlagos szamat.

Feltételezzik, hogy a kapcsolé az azonos kimenet felé tovabbitandé cellak kozil
egyenletes eloszlas szerint valaszt ki egyet atvitelre. Tovabba, hogy a cellak egyenletes
eloszlas szerint kertilnek tovabbitasra valamely kimenet felé.

Azt az esetet vizsgaljuk, amikor a kapcsolé minden bemeneti soran mindig van
varakozo cella. Az az feltételezzik, hogy a sorok sosem turiilnek ki teljesen.
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Jeloléseink a kovetkezok:

e legyen R azon celldk szdma, melyek az m. idérésben valamely bemeneti sor
elején allnak, az ¢. kimenetet célozzak és titkozés miatt nem kerulnek atvitelre,

o legyen A7 azon cellak szama, amelyek az m. id6résben keriilnek valamely be-
meneti sor elejére és az 1. kimenet felé tovabbitanddk.

Ezen jeloléseket haszndlva a kovetkezo evolicios egyenletet irhatjuk fel:
R,, = max(0, R,,_, + A, — 1),

ahol a —1 tag az éppen atvitt cella miatt keriil a képletbe. A! eloszldsa binomialis
eloszlast kovet:

P(Afm = k) - ( FW];_I ) (1/N)k(1 - 1/N)Fm_1_k7 k= 0717"'7Fm—17

ahol N
Fuoi=N->R _, (5.3)
=1

A fenti binomidlis eloszlas paramétere 1/N, mivel feltételeztiik, hogy minden be-
meneten mindig van cella. F,,_; azon bemenetek szamat jeloli, amelyeknek elejére
iij cella érkezett, ezek koziil keriil kivélasztasra az az A' szamu cella, amelyek az 1.
bemenet felé tovabbitanddk. fgy Fr—1 az (m — 1). idorésben atvitt celldk szamat is
jelenti egyben.

Jelolje F,, egyensulyi értékét F, ekkor egy kimeneti vonal atvitele és F' kozott a
kovetkezo a kapcsolat:

FIN =&

Azaz egyensiilyi dllapotban a fenti binomialis eloszlasban F,,_; helyére é N irhato,
ez adja A' eloszlasat. Tovabba, ha N — oo, akkor ez a binomidlis eloszlas tart
a § paramétertii Poisson-eloszldshoz. Ebben az esetben az M/D/1 sor eredményei
hasznalhatok fel az egy adott iranyba varakozo cellak szamanak meghatarozasahoz,
hiszen abban az esetben is éppen Poisson-eloszlas hatarozza meg, hogy egy igény
kiszolgalasa alatt hany 1j igény érkezik a sorba. Tehat az i. kimenetre varakozdk
egyensulyi szama:

_ 5
B =505 (5.4)
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Atvitel
1.0000
0.7500
0.6825
0.6553
0.6399
0.6302
0.6234
0.6184
0.5858

R oo~ o ot w2

5.1. tdbldzat: Az atvitel alakuldsa a kapcsolé mérete fliggvényében

Tovabba (5.3) atrendezésével:

ami egyensulyl esetre atirva:

Ri=1-4. (5.5)

fey (5.4) és (5.5) felhasznaldsaval, abban az esetben, ha N — oo és mindig minden
bemeneten van cella az atvitel:

§=(2—V2)=0.5858.

Ez felso korlatot ad a kapcsologép atvitelére bemeneti sorbaallitas esetén. Az 5.1.
tablazat az atvitelt, mint N figgvényét mutatja. . Ezen tablazat N = 2 sora kerult
kiszamitasra az 5.2.4. szakaszban, de ott a teljes kapcsolo atvitelét adtuk meg, mig
itt egy kimeneti vonal atvitele szerepel.
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5.3. Tobbprocesszoros tobb-buszos rendszer kulso
kozos memoriaval

5.3.1. A feladat megfogalmazasa
5.3.2. Az allapotgraf

5.3.3. Feltételek modositasanak hatasa
5.4. Allapotgréf modszeres generalasa

5.4.1. Szorzattér értelmezése
5.4.2. Allapotok osszevonasa

5.4.3. Alkalmazasi példak
5.5. Petri halok és modellezési alkalmazasa

5.5.1. Petri halok értelmezése
5.5.2. Elérhetoségi fa
5.5.3. Idokezeléses Petri halok

5.5.4. Petri halok modellezési alkalmazasa — példak
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5.6. ALOHA csatorna teljesitményjellemzoi

1. altalanos megjegyzések

e Abramson (1970)
o elv:
— kész csomag, azonnali adas
— nyugtazé csatorna nélkiili rendszer (miiholdas)
— visszahallja, ha ttkozés tortént
— ismétlés adott késleltetési eloszlassal, ha titkozés tortént
o haromféle modellezési szint:
— 0-adrendu modell: 4y + ismételt csomagok ~ Poisson beérkezés

— elsorendi modell: wvizsgdlt résben uj csomagok Poisson beérkezés sze-
rint, ismételtek pontosan, de a vizsgdlt rés elott iy + ismételt csomagok
~ Poisson beérkezés

— pontos modell: uj csomagok Poisson beérkezés, ismételt igények pon-
tosan az ismétlési szabaly alapjan

5.6.1. Réselt ALOHA csatorna teljesitményjellemzoi

e alapelvek
— egy rés = egy csomagidé (T')
— kész csomag — adas a kovetkezo idorésben
— nyugtazasos megoldas
— ha nincs nyugta — ismétlés

e (O-adrendd modell

— Osszegzett érkezési folyamat (ismételt és 1j csomagok) ¢g paraméterti
Poisson folyamat

— normalizalt forgalom: G' = ¢T'

— csatornadllapot minden idéréshen fuggetlen az eléz6 allapotoktol

e egy idorésben érkezd csomagok szamanak eloszlasa (Poisson eloszlasbol):

(QT)i —gT _ Qe_a

= — v —

7! ol
ahonnan a hasznos csatornafoglaltsag valészintisége (.5):

S=p =Ge @ (5.6)
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e maximalis kihasznaltsag:

- = J— ey = 1 mar — — — .
G- Ge 0—=G 0— 5 . 0.36
o késleltetés:
Jelolések: d = késleltetés (v.v.), r = adaskisérletek szama (v.v.),
A = nyugta érzékelési id6, Wy, = a k. ismétlési id6 (v.v.), E(Wy) = R,Vk

r ismétlés esetén a késleltetés:

r—1
d=rT+(r—1DA+> W,
k=1
Wald osszefuggésbol:
r—1
E(d) = E(r)T + (E(r) = 1)A+ > E(Wy)
k=1
sikeres adas valdszintisége egy résben:
P(siker) = E(sﬂikeres ‘igfények sz.:sima) _ Ge=© _ G
FE(6sszes igények szama) G

adaskisérletek szamanak eloszésa és varhatd értéke:

Pr=k)=e %1 —e )1 E(r) = T 1 ) (11_ p=ch =Y

ahonnan az atlagos késleltetés:
B(d) = e°T + (“ — 1)(A+ R) (5.7)

A késleltetés valtozasa R fliggvényében (abra).
e mennyiségi megfontolasok:
— bejovo forgalom () + ismételt): G
— kimen¢ (sikeres) forgalom: S
— egyensilyban: bejovo 1j forgalom = kimend (sikeres) forgalom

— ismétlések atlagos szdma: bejovo forgalom/sikeres forgalom = G/S

1. elsdrendi modell réselt ALOHA-ra
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4j igények A paraméteri Poisson szerint (egyensily esetén: AT = )

ismételt igények ¢ (g7 = () paraméterti Poissonbdl érkezé iitkozo cso-
magokbdl (csak egy 1épést visszafelé nézve)

ismétlés egyenletes eloszldssal az 1,-- -, R idéintervallumbdl (a késleltetési

id6 atlaga ebben az esetben: (R +1)/2)

felismerési késleltetés A idorés

grafikus abrazolas

a megoldas alapgondolata:

R darab réshol johet ismétlés a vizsgalt réstunkre,

Py (Pp) annak a valdszinlisége, hogy az R kozil egy tetszdleges
idoréshol a vizsgalt idorésbe jutd ismételt tizenetek szama 0 (1).
akkor jon 0 ismételt csomag az R kozul kivalasztott tetszoleges
idorésbol, ha

ott volt utkozés, de senki sem sorsol a vizsgdlt idorésre, vagy ha ott
nem volt utkozés

= (R—1\"G" G
POZnZ:;(T) He_G—I—(l—I—G)e_G:e_G/R—I—Ee_G

akkor jon pontosan 1 ismételt csomag, ha
ott volt itkozés, €s pontosan 1 sorsol a vizsgdlt idorésre

Gt o 1L (R=IN"TY G _am g
(R) =l e

hi= n; e 'R R
P, (P,) annak a valdszintlisége, hogy a vizsgalt idérésben egy 1]
(ismételt) igény sikeres.
a vizsgalt résben egy 1j igény akkor sikeres, ha:
pontosan 1 uj igény érkezik, és az eqyik lehetséges idorésbol sem sor-
solodik ide ismétlés

P, = PSe™

a vizsgalt résben egy ismételt igény akkor sikeres, ha:
nem €rkezik uj igény, €s a lehetséges idorésekbol pontosan 1 ismétlés
sorsolodik ide

P, = RPPfte™
atvitel: S =P, + P,
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2. pontos modell réselt ALOHA-ra

megmutathato, hogy végtelen termindlszamra és véges késleltetésre az

ALOHA nem stabil

M darab igényforras

gondolkodé igényforrasok

1j igények a paraméterti geometriai eloszlas szerint érkeznek a gondolko-

doktol

7 gondolkodo igényforras esetén
P(4j igények szama = k) = ( i ) o (1 —a)’™ (binomiilis)

blokkolt igényforrasok

ismételt igények [ paraméteri geometriai eloszlas szerint érkeznek a
blokkolt igényforrasoktdl

diszkrét idejii Markov lanc, allapotvaltozé a blokkolt igényforrasok szama

az allapot valtozd ingadozasa

— legfeljebb 1-el csokkenhet,

— l-el csokken, ha van blokkolt igényforrds, nem érkezik uj csomag, és
pontosan eqy felhaszndlo ismétel,

— valtozatlan marad, ha nincs uj csomag, és nem eqy felhaszndlo ismétel
(azaz 0 vagy egynél 16bb),
illetve, ha egqy uj csomag jon €s nincs ismétlés,

— eggyel no, ha egy uj csomag jon €s van ismétlés,

— k-val no, ha k uj csomag jon.

az atmeneti Valészfnﬁségek véges M esetén

g <i—1
(1—a)M 4p(1—pB)it ' j=1—1,1>0
) A=) =B = BT+
PU=y (M —da(l =M1 —8) j=i
(M —i)a(l =) 11— (1= 8)) j=i+]l
(Vo) el (1 — )M i+1<j<M

Sikeres csomagtovabbitas valoszintsége:
(nines g igény €s 1 ismétlés érkezik, vagy 1 j igény €s nincs ismétlés)

P(siker | i blokkolt) = ((1—a)M~"i8(1=8)""+(M—1)a(1—a)M =" (1—-3)")
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o Véges igényforrasszamnal a Markov lanc mindig stabil, de
vizsgalhato a stabilitas mas értelemben is:
nagyobb-e a vdarhato output, mint a vdrhato input?

adott dllapotban
(1= a)"ip(1 = B) ™ + (M —i)a(l = )71 = B)') > (M —i)a

illetve globalisan

22«1—ayW”uﬂl—ﬁy—h+uw;4yq1—ayW”—%l—ﬁyn%>>§§J4—oa@

Munkapontok (abrak)

e az atmeneti valdszintiségek végtelen igényforras (M) esetén, ha az sszes
felhasznalotol egy résben érkezd csomagok szama A paraméteri Poisson

eloszlasu
0 g <i—1
iB(1 — B)~e™ j=i—1,i>0
pij =1 (I—B(1 - By e+ (1= B)re™t j=1i
(1 —(1=p5))re™ j=i+1
ML= 1<y

(7=5)!

o a Foster kritérium alkalmazasa a stabilitds vizsgalatara

5.6.2. Nem réselt ALOHA csatorna teljesitményjellemzo6i
1. 0-adrendt modell

o Osszegzett érkezési folyamat (ismételt és 4j csomagok) g paraméteri Pois-
son folyamat

o fix hosszisdgu csomagok: T

e normalizalt forgalom: G = ¢T

e csatornaallapotok:

— szabad: ¢
— foglalt: b

* sikeres: s
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* nem sikeres: ns
grafikus abrazolas
feltevés: i,b,s stacionarius, ergodikus
felajitasi ciklusok: tures és foglalt allapotok kovetik egymast

E(s) asikeres csatorna foglaltsag idejének varhaté értéke egy cikluson beliil

(hasonléan E (1), E(b), E(ns))

. e E(s) E(s) o
kih ltsdg: = = ligit Klu-
ihasznaltsag: S B(5) T E(ns) + BG) B+ BQ) felugitasi ciklu

sokra
a kulonboz6 hosszisagi szakaszok hosszanak szamitasa
— szabad intervallumok hosszanak eloszlasa és varhaté értéke: f(t)

fi(t)y =ge 9, E(i) = ; (5.8)

— foglalt intervallumok: f,(¢) — grafikus dbrazolas
jelolje: N az titkozo csomagok szamat (v.v.), és a; az egymast kovetd
itk6zo csomagok érkezése kozti idoket (v.v.) (0 <i < N)
a;-k eloszlasa:

0<t<T
0 egyébként

és varhatd értéke:

E P TR S (T
(a) /o gl — e 9T 1 —e € /o e

ami parcialis integralassal:

1 l—e@ T T
Ela) = ~Te™® = ~ 5.9
(Cl) 1—e_G( ¢ + g ) eG—1+G ( )
az utkoz6 csomagok szamanak eloszlasa:
pn=P(N=n)=(1- e—gT)ne—gT =(1- e—G)ne—G
G .- G 1 —e @ a
E(N) =e Zn(l—e_ )n: = —e _1 (510)
n=0 c
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végul a foglalt intervalumok hossza:

N
b:Zai—l—T

=1
és varhatd értéke:

B() = 3 p(T+0B(@) =TS po+ B(@) S pun = T+ E(N)E(a)

n=0 n=0 n=0

(Wald egyenldség)
amibdl:
T T T

1_6G+a)—|—T:a(eG—1) (5.11)

B(b) = (7 — 1)(

— sikeres intervallumok:
akkor van sikeres csomag, ha az utkozé csomagok szama 0

E(s)=TP(N=0)=Tpy=Te 9" =Te™" (5.12)

— sikertelen intervallumok:
akkor nem sikeres a foglalt intervallum, ha az utkoz6 csomagok szama

nagyobb 0

B(ns) = 3 po(T4nB(a)) = T3 put Bla) 3 pun = T(1 = (@) (V)

n=1 n=1

(5.13)
o a kihasznaltsag: S
Te ¢
S = = Ge ¢ (5.14)
UEEES:
(A gorbe alakja)
e maximalis kihasznaltsag:
ds 1
— == 2GeT =05 G =05 = Sy = — =0.18
dG 2e

o késleltetés: grafikus abrazolas
Jelolések: d =késleltetés, r =adaskisérletek szama,

A = sikertelenség érzékelési id6, W), =az k. ismétlési ido, E(Wy) = R, Vk
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r—1

d=rT+(r—1A+> W,

k=1
r—1
E(d) = E(MT + (E(r) —1)A+>_ E(W))

k=1
. , , G
Mivel a réselt esethez hasonléan F(r) = K

_G. G _ a6 26
E(d) = ST+ (S D(A+ R) =e*T + (e DA+ R)  (5.15)

Grafikus abrazolas, linearis fuggvény ellentmondasa

5.7. CSMA rendszerek

1. alapelv:

o az ALOHA tovabbfejlesztése S novelése érdekében

o adas elott "belehallgatas” a csatorndba
(Carrier Sense Multiple Access)

o kritikus tényezo a jelterjedési id6
2. valtozatok:

e nem-kitarté (perzisztens) és 1-kitarté (valdsziniiséggel kitarto)
o réseletlen - réselt

o ltkozés detekcid nélkuli - itkozés detekcids
3. jelolések:

e T csomagkiildési id6 (fixnek vessziik)

a = 7/T: normalizalt (maximalis jelterjedési id6)
o \: Osszegzett érkezési intenzitas (0-adrendii modell)

o (G = \T" forgalom

csatornaallapotok: Id.

— szabad: ¢

— foglalt: b
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* sikeres: s

* nem sikeres

grafikus abrazolas réseletlenre

feltevés: i,b,s stacionarius, ergodikus

o felujitasi ciklusok értelmezése
E
o kihasznaltsag: S = ﬁ felugitasi ciklusokra

5.7.1. Réselt nem-kitart6 CSMA vizsgalata

. szabad intervallumok:

E(i) = ——— (5.16)

. foglalt intervallumok:

Pb=k(T+7))= (1 —e )k lema7

T4+ T
E(b) = e (5.17)
. sikeres intervallumok: E(b)
B = T—Psucc
(S) T4+ T

Pyyee = Prisikeres kiildési szakasz} =

Pr{egyetlen érkezés az utolso résben egy csomag elott | volt érkezés} =

gre™ 97
1 —e97
T T+7 gre 97 gl'r
(5) T+71 e 97 1 —e 97 1 —e-97 ( )
. a kihasznaltsag: S
glr _ _
FRp— T 97 Ge™9
S = Tl_e T4+1 = e = - G (519)
1—e—97 + = T+7—Te 97 l4+a—e o
(A gorbe alakja)
. maximalis kihasznaltsag: lim, .o
G
Seso= —— 5.20
—0 1_|_ G ( )



5.7.2. Réselt 1-kitart6 CSMA vizsgalata

1. szabad intervallumok: ld. el6bb

2. foglalt intervallumok:

P(b=k(T +7)) = (1 — e 9(TH7))ktemg(T+7)

T+7
E®) = (5.21)
3. sikeres intervallumok:
Eb)—(T+71
E(S) :T(Psucl—l_ ( )T_I(_T )Psuc2)
Psucl - gTe_gT
1 —e97
g(T + 7)e o)
Psuc2 -
1 — e_g(T+7')
4. a kihasznaltsag: csak a végeredmény
G Ge_(l-l-a)G(l +a— e_aG) (5.22)
T a1~ e 0) + ae 010 '
(A gorbe alakja)
5. maximalis kihasznaltsag: lim, .o
G(1+G)
Samso = m (5.23)
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A. fuggelék

Valoészintliségszamitasi osszefoglalo

A.1. Események valdsziniisége, valoszintiségi
valtozok

1. Valoszintség:
A esemény valdszintlisége Pr(A), 0 < Pr(A) < 1.

2. Eloszlasfiggvény:
X v. v. eloszlasfiggvénye Fx(z) = Pr(X <u)
Ha X folytonos v. v. akkor Fx(z) derivalhatd, és az fx(x) = dFx(x)/dx
fuggvényt X striuségfiggvényének nevezziik.
Ha X diszkrét, akkor Fx(z) szakaszonként konstans, és p; mértéki ugrasai
vannak z;-nél.

3. Varhato érték:
X v. v. varhato értékét E(X)-el jeloljik.
Ha X folytonos v. v. akkor F(X) = [af(x)dx.
Ha X diszkrét, akkor F(X) =3, a.p;.
Ha X nem negativ és F(X) véges, akkor F(X) = [;°1 — F(a)dx.

4. Intenzitas, hazard rata:

X “bekovetkezésének sebessége” @ kornyezetében A(x) = f(x)/(1 — F(x)).

5. Feltételes valoszintiség:
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A esemény valdszinusége B esemény bekovetkezése esetén

Pr(A, B)

Pr(A | B) = 5o

6. Teljes valdszintiség formula:

o az eseménytér (5) megszamlalhato (pozitiv valdsziniiségli) diszjunkt
felosztdsa esetén (azaz U;B; = S, és BiNB; =0,Vi#£j )

Pr(A) = ZPT(A | B;)Pr(B;)

e az eseménytér () nem-megszamlalhaté (0 valdszintliségi) diszjunkt
felosztasa esetén

Pr(A) = /Pr(A | X = ) fx(t)dt
t
megjeqyzés:  €rtelmezze az A eseményre és X wvaloszintségi vdltozora
vonatkozd a Pr(A) = E(Pr(A|X)) kifejezést.
e tobb fiiggetlen feltétel esetén a fenti formulak tobbszor is alkalmazhatok.

o tobb Osszefiiggd feltétel esetén a feltételek fuggdségét is figyelembe kell
venni:
Pr(A)=2%_> Pr(A| B, D;)Pr(B; | D;)Pr(D;)
t g

vagy

Pria)= [ [ PrA] X =¥ = y)fx | voyo)fy (n)dyde

7. Hatralévo élettartam:
X hatralévo élettartamanak eloszlasa, ha tudjuk, hogy X > 7 (Pr(X —7 <
t| X >1)).

A.2. Gyakorls-ismétlo feladatok
1. 1. feladat: két exponencialis eloszlasu tevékenység

t = 0-ban két fuggetlen exponencialis eloszlasu ideig tartd tevékenység kezdodik.
Az egyik X ideig tart, ahol X A paramétert exponencialis eloszlasi, a masodik
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Y ideig tart, ahol Y u paraméterti exponencialis eloszlasi v.v. Legyen V =

min(X,Y), Z =max(X,Y), W=7 -V.
Kérdések:
a) az elsé (azaz a rovidebb ideig tartd) tevékenység befejezésének ideje (V
eloszlasa, varhato értéke),
b) annak valdszintisége, hogy az X esemény fejezédik be elobb (Pr(X < Y)),

c) az elsé és a masodik esemény befejezése kozti id6 (W eloszlasa, varhatd
értéke),

d) annak valészintisége, hogy egy tetszdleges ¢ idopillanatban

— az X esemény mar befejezddott és az Y esemény még nem

(Pr(X <t<Y))

— az els6 esemény mar befejezodott és a masodik esemény még nem

(Pr(V <t< Z))
— mindkét esemény befejezédott mar (Pr(X <t,Y <t)= Pr(Z <1t))

e) az a) és a ¢) pontban kapott valdszintliségi valtozok osszegének (W + V)
eloszlasa

f) X eloszlasa, ha tudjuk, hogy X <7 (Pr(X <t| X < 1)),
g) X eloszldsa, ha tudjuk, hogy X <Y (Pr(X <t| X <Y)),
h) X eloszlasa, ha tudjuk, hogy X > VY (Pr(X <t | X >Y)).

Megoldas:
a) a rovidebb ideig tarté tevékenység befejezésének ideje
PriV<t)=1—-Pr(V>t)=1-Pr(X >t,Y >t)=

=1 —-Pr( X >O)Pr(Y >t)=1—eMe M =1~ e~ (M tut
1

V exponencialis eloszldsi A + p paraméterrel, E(V) = ——

A
b) az X esemény fejezddik be elobb

o0

PrHX <Y) = / Pr(X < y)fly)dy = /:0(1 — M) dy =

y:
oA
)\+M_)\+M

=1
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c) az els6 és a masodik esemény befejezése kozti id6
1. megoldés (nyers erd)

Pr(W <t)= /°° /;0 Pr(W <t| X =2.Y = y)fx(e)fy (y)dedy =

y=0

- / Pl =yl < 0o fr (y)dedy =

t y+t \ o0 y+t \
:/ / Ae™ Y drpe M dy —I-/ / e drpe™dy = ...
Yy z y=t Jr=y—t

=0 Jr=0
2. megoldas

Pr(W <t) =
=PriW<t|X<Y)Pr(X<Y)4+ PriW<t| X>Y)Pr(X>Y)=
az (X <Y) feltétel mellett W az Y hatralévo élettartama lesz, ami viszont

az exponencialis eloszlas orokifjusaga miatt

= Pr(Y <t) Pr(X <Y)+ Pr(X <t) PH{(X>Y)=

A [
1 — —put 1 — — At
A+M( € )+A+M( e)

varhato érték
A
L
(A+u)  AA+p)

(W) = B(Y) Pr(X <Y)+ B(X) Pr(X >Y) =

d) — az X esemény mar befejez6dott és az Y esemény még nem
PriX <t<Y)=Pr(X <t)Prt<Y)=(1—eM)e ™
— az els6 esemény mar befejezodott és a masodik esemény még nem
PriV<t<Z)=
=Pr(V<it<Z|X<Y)Pr(X <Y)+
+Pr(V<t<Z|X>Y)Pr(X>Y)=
=Pr( X <t<Y | X<Y)Pr(X<Y)+
+PriY <t< X | X>Y)Pr(X >Y)=
=Pr X <t<Y, X<Y)+Pr(Y <t<X,X>Y)=
=Pr( X <t<Y)+PrY <t<X)=
=(1- e‘”)e‘“t + (1 - e_“t)e_M
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— mindkét esemény befejezodott mar
PriX<t)Y<t)=Pr(Z<t)=Pr(X <t) Pr(Y <t)=
= (1 —eM)(1 — e

e) a W és a V valdszintiségi valtozok osszegének eloszlasa
Mivel osszefiiged valoszintségi valtozokrol van szo nem lehet konvoluciot
alkalmazni, hanem egyszertien

PriW 4V <t)=Pr(Z <t) = (1 —e (1 — e
f) X eloszlasa, ha X < 7

PriX <t,X <71)
PriX<t|X<r)= PriX <7 =

amibél az X < 7 ismerettel (feltétellel) modositott valdszintiségi valtozd
eloszlas fuggvénye

Pr(X <1t) 1 —e M 0<t<
= T

Pr(X <7) 11—

1 t>7

g) X eloszldsa, ha X <Y

PrX <t,X<Y) [Z,Pr(X <t,X <y)fr(y)dy
Pr(X <Y) B Pr(X <Y) B
o Pr(X < y)fy(y)dy [ Pr(X < 1) fy(y)dy
B Pr(X <Y) Pr(X <Y)

azaz A + p paraméteru exponencialis eloszlas.

h) X eloszlasa, ha X > Y

PriX <t|X<Y)=

PrX <t,X>Y) [Z,Pr(X <t,X > d
Pr(X <i|X >y)= DX <LX>Y) o P vy (y)dy _

Pr(X >Y) B Pr(X >Y)
o Prly < X <) fyr(y)dy  [yo(Fx(t) = Fx(y) fy(y)dy
- Pr(X >Y) B Pr(X >Y) B

A
1 —e M — ZemM(1 — e
7
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2. Geometriai eloszlds varhatd értéke
Pr(X =1)=(1—-p)p~t, i=1,2,.. esetén definicié szerint
B(X) = i1 -

=1

azonban meghatarozhatjuk a vahato értéket az orokifjusag felhasznalasaval is:
EX)=EX|X=1)Pr(X=0D)+FEX|X>1DPr(X >1)=11-p)+(1+E(X))p

ahol E(X | X > 1) egyenlé 1 plusz a hatralévo élettartam véarhatéd értéke,
ami az orokifjusag miatt megegyezik az eredeti varhaté értékkel. Innét viszont
megkapjuk, hogy
1
B(X)= ——
L=p

a definicié szerinti felirassal osszevetve azt is megkapjuk, hogy

OO'i—l_ 1
LT =y

p)

3. 2. feladat: két geometriai eloszlasu tevékenység
Oldja meg a fenti feladatokat abban az esetben, ha az idoskala diszkrét, és
a t = 0 pillanatban két fiuggetlen geometriai eloszlasu ideig tarté tevékenység
kezdddik. Az egyik X ideig tart, ahol Pr(X =) = (1 —p)p'~t, i =1,2,..
a masodik Y ideig tart, ahol Pr(Y = i) = (1 — q)¢'™', 7 = 1,2,... Legyen
V=rmn(X,Y), Z=max(X,Y), W=27-V.

a) a rovidebb ideig tarté tevékenység befejezésének ideje
Pr(V=t)=Pr(V=t]X<Y)Pr(X<Y)+
+Pr(V=t|X>YV)Pr(X>Y)+Pr(V=t| X=Y)Pr(X=Y)=
PriX=tt<Y)+Pr(Y =t,X>)+Pr(X=tY=t)=
Pri X =t) Prt<Y)+Pr(Y =t) Pr(X>t)+ Pr(X =t) Pr(Y =t) =
=Pr( X =t)Prt >Y)+ Pr(Y =t) Pr(X >1t)=

i—1 1—1 t—1_1

=(L=pp ¢+ —=q)qg p = (1 —=pqg)pq)

t—1
azaz pq paraméteri geometriai eloszlas.
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b) az X esemény fejezddik be elobb

o0 o0 1 _
PrX <Y)=SPrz<Y)Pr(X =a) =3 ¢"(1 —p)p" ' = qf P)
a két esemény egyszerre fejezodik be
PriX=Y)=> Pr(X=2) Pr(Y =2)=) (1-q)¢" (1 -p)p"" =
z=1 z=1
_ (=g -p)
L —pq
az X esemény nem késobb fejezodik be
L—p
Pr(X <Y)=
L —pq

c) az els6 és a masodik esemény befejezése kozti id6
W lehetséges értékei 0,1,2, ...

(1-¢)(1-p)

PriW=0)=Pr(X =Y)= -

Ha ¢ > 0 akkor 1. megoldas (nyers erd)

Pr(W =1t)=

iipr(wzt|X::L’,Y:y)Pr(X::1;)Pr(Y:y):

= Z PriX=y+t)Pr(Y =y)+ Z Pri X =x)Pr(Y =y+1t)=..
y:l r=1
2. megoldas (¢ > 0 esetre)
Pr(W =1t)=

= Pr(W=t|X<Y)Pr(X <Y)+Pr(W=t|X>Y)Pr(X>Y)

az (X <Y) feltétel mellett W az Y hatralévo élettartama lesz, ami viszont
a geometriai eloszlas orokifjusaga miatt

=Pr(Y =1) Pr(X <Y)+ Pr(X =1) Pr(X >Y) =
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W véarhaté értéke
EW)=EY)Pr( X <Y)+EX)Pr(X>Y)4+0Pr(X=Y)=

qg(l—p) 1 +p(1—Q) 1
l—=pg 1—q 1—=pgl—p

d) = t-ben az X esemény mar befejez6dott és az ¥V esemény még nem

PrX <it<Y)=Pr(X<t) Pr(t<Y)=(1-p"){¢
— az els6 esemény mar befejezodott és a masodik esemény még nem
PriV<t<Zz)=
=Pr(V<i<Z|X<Y)Pr(X <Y)+
+Pr(V<t<Z|X>Y)Pr(X>Y)=
=Pr( X <t<Y | X <Y)Pr(X <Y)+
+PriY <t<X | X>Y)Pr(X>Y)=
=Pr X <t<Y,X<Y)4+Pr(Y <t< X, X>Y)=
=Pr( X <t<Y)+PriY <t<X)=
=Pr( X <tO)Prt<Y)+ Pr(Y <H)Pr(t < X) =
=(1—=p)g" +p'(1 =¢)

— mindkét esemény befejezodott mar

~~

A~

PrX <t,Y <t)=Pr(Z<tl)=Pr(X <)Pr(Y <t)=(1-p")(1-¢")

e) a W és a V valdszintiségi valtozok osszegének eloszlasa

PriW+V=t)=Pr(Z=1t)=
=Pr(Z=t| X<Y)Pr(X<Y)+Pr(Z=t|X>Y)Pr(X>Y)=
=PriY =t | X <Y)Pr(X<Y)+Pr(X=t| X>Y)Pr(X>Y)=
=PriY =t,X<Y)+Pr(X=t,X>Y)=
=PriY =t,X<t)+ Pr(X=tt>Y)=
)+ Pr(X
)+

7

7

=Pr(Y =t)Pr(X <t =) Pr(Y <t)=
=(l—q)¢d'A=p)+ 1 —pp~(1-q¢"

7
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f) X eloszlasa, ha X < 7
ekkor X lehetséges értékei 1,2,3,....7 = 2,7 —1
PriX=t,X<r1)

PriX=t|X<r)= PriX <7) —

ami ¢t < 7 esetén

g) X eloszldsa, ha X <Y
ekkor X lehetséges értékei 1,23, ...
Pri X =t,X<Y)

Pr(X=1]|X<Y)= T

Y Pr(X =t,X<y) Pr(Y =y)
y=1

PrX <Y)
y:zt;—l PriX=1) Pri¥ =y) _ Pr(X =t) Pr(Y >t)
N Pr(X <Y) N Pr(X <Y) N
(1 — ) e t—1
ﬁ = (1 =pq)(pq)
L —pq

azaz pq paraméteri geometriai eloszlas.

h) X eloszlasa, ha X > Y
ekkor X lehetséges értékei 2.3, ...
Pri X =t,X>Y)

PrX=1]|X>Y)= ST

Y Pr(X =t,X>y) Pr(Y =y)
y=1

PrX > V)
L X =1 Py =) Pr(X = 1) Pr(Y < 1)

Pr(X >Y) Pr(X >Y)
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(1 - p)pt_l(l - qt_l) _ (1 - pq)(l - p)( t—1 ( )t—l)
i) = pli-q W
L —pq
Hatdrozza meqg ennek az eloszldsnak a z transzformdltjat, ellenorizze, hogy
eloszlast kaptunk-e, szdamitsa ki az eloszlds vdarhato értékét.

4. 3. feladat: nyers er6 modszere
Oldja meg az exponencialis és a geometrial eloszlasu valészintségi valtozokra
vonatkozo valdszintiségi megfontolasokkal megoldott feladatokat a nyers ero
modszerével. Irja fel a vonatkozé Osszefiiggéseket mindkét integralasi
(Gsszegzési) sorrenddel.

5. 4. feladat: kulonbozé eloszlasu tevékenységek
Oldja meg a fenti feladatokat abban az esetben, ha

e X exponencialis és Y folytonos egyenletes eloszlasu,
o X exponencialis és Y diszkrét egyenletes eloszlasi,
o X geometriai és Y diszkrét egyenletes eloszlasu,

o X geometriai és Y folytonos egyenletes eloszlast.

6. tapasztalatok fliggetlen exponencidlis (geometriai) eloszlasi ideig
tarto tevékenységekre vonatkozdan:

o ketté vagy tobb tevékenység kozil a legels6 befejezésének ideje
exponencidlis (geometriai) eloszlidsi, melynek paramétere az
egyes tevékenységek paramétereinek osszege (szorzata).

e az, hogy melyik az elsé esemény, az események paramétereinek
aranyaban oszlik meg.

e az, hogy melyik tevékenység fejez6dik be el6szor, nem fugg az az
els6 esemény bekovetkezésének idejétol.

e az els6 eseményt kovetéen a még be nem fejezett tevékenységek
hatralévé élettartama exponencidlis (geometriai) eloszlasu.

e ha eredetileg kettonél tobb esemény versenyzett egymassal, vagy
az els6 eseményt kovetden 1ij exponencidlis (geometriai) eloszlasu
tevékenység(ek) kezd6dnek, akkor az els6 esemény bekovetkezése
utan az eredetihez hasonlé helyzetet kapunk, amelyben expo-
nencidlis (geometriai) eloszldsdi ideig — vagy hatralévé ideig —
tarto tevékenységek versenyeznek egymassal.
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