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�� Flow control ��ow control�

� funkci�o� forr�as csomagk�uld�esi sebess�eg�enek h�al�ozathoz igazod�asa

� sokf�ele megold�as �TCP
 ATM�

� t�omegkiszolg�al�asi szerepe indirekt� 	forr�aslass�
t�as	 �ar�an � h�al�ozaton bel�uli
vagy v�egponti kon�iktus cs�okkent�es

� Forgalom menedzsment �tra�c management�

� funkci�o� h�al�ozati tev�ekenys�eg a hat�ekonys�ag n�ovel�es�ere

� CAC
 �ark�epz�es �pricing�
 er�oforr�as allok�aci�o
 �utemez�es
 jelz�es
 uni�
 multi�
cast
 �szerz�od�es�m�odos��t�as� �renegotiation�
 stb�

������ H�al�ozati funkci�okhoz kapcsol�od�o t�omegkiszolg�al�asi
probl�em�ak

�� sz�uks�eges er�oforr�as �csatornakapacit�as
 kapcsol�om�eret
 pu�er
 stb�� men�
nyis�eg�enek meghat�aroz�asa
 minimaliz�al�asa

�� felhaszn�al�ok sz�am�anak meghat�aroz�asa
 maximaliz�al�asa

�� teljes��tm�enyjellemz�ok �torl�od�as
 k�esleltet�es
 stabilit�as
 korrekts�eg�
meghat�aroz�asa �elker�ul�ese
 felold�asa
 minimaliz�al�asa�

Megjegyz�es� a h�arom szempont kapcsolata�

�



Sorban�all�asi rendszer
C�� C�� C� C��� �

���� �abra � Sorban�all�asi rendszer� mint fekete doboz

���� Sorban�all�asi rendszerek jellemz�ese

������ Sorban�all�asi rendszer� mint fekete doboz

�� Sorban�all�asi rendszer
 mint fekete doboz� Cn� az n� ig�eny �ld� ���� �abra�

�� Formaliz�alt fel��r�as
 egyetlen sorra
 de �altal�anos��that�o is� �ld� ���� �abra�

������ Az ig�enyek �erkez�esi folyamata

�� �n� az n� ig�eny �erkez�esi id�opontja �v�eletlen v�altoz�o � v�v��

�� tn � �n � �n��� az n� ig�eny �erkez�esi id�ok�oz � v�eletlen v�altoz�o � v�v�

�� An�t� � P �tn � t�� az n� �erkez�esi id�ok�oz eloszl�asa
 �atlaga  an

�� ��t�� az �erkez�esek sz�ama a ��� t� intervallumban � v�v�

	� �atlagos �erkez�esi r�ata a ��� t� intervallumban� �t �
��t�

t
� v�v�

�� pillanatnyi �erkez�esi r�ata� a realiz�aci�onk�enti jellemz�ok v�arhat�o �ert�eke

��t� � lim
�t��

E
�
��t��t	���t	

�t

�

�� speci�alis eset� ��t� � �
 � t�re
 ekkor lim
t��

�t � � is teljes�ul

	



Kiszolg�al�oegys�eg

Sor

Id�o �

� �

�

�

�

� �

�

�

�

��� �

� �

��� � � �

� �

Cn Cn�� Cn�


Cn Cn�� Cn�


Cn Cn��Cn�� Cn�


wn

tn�� tn�


sn

xn xn�� xn�


�n�n�� �n�


� �sn

�

�

t

X�t�

�

�

t

U�t�

�n �n�� �n�


���� �abra � Egycsatorn�as t�omegkiszolg�al�asi rendszer r�eszletes id�odiagramj�anak egy
realiz�aci�oja

�



������ Az ig�enyek t�avoz�asi folyamata

�� xn� az n� ig�eny kiszolg�al�asi ideje � v�v�

�� Bn�x� � P �xn � x�� az n� kiszolg�al�asi id�o eloszl�asa
  bn 
  xn

�� wn� az n� ig�eny v�arakoz�asi ideje � v�v�  wn

�� sn � wn ! xn� az n� ig�eny rendszerben elt�olt�ott ideje � v�v�
  sn

	� ��t�� a t�avoz�asok sz�ama a ��� t� intervallumban � v�v�

�� �atlagos t�avoz�asi r�ata� St �
��t�

t
� v�v�

�� pillanatnyi t�avoz�asi r�ata� a realiz�aci�onk�enti jellemz�ok v�arhat�o �ert�eke

S�t� � lim
�t��

E
�
��t��t	���t	

�t

�

� speci�alis eset� S�t� � S
 � t�re
 ekkor lim
t��

St � S is teljes�ul

����	� Tranziens �es egyens�ulyi kiszolg�al�asi rendszer jellemz
ok

�� X�t�� a rendszerbeli ig�enyek sz�ama a t id�opontban � v�v�
X � limt��X�t�� rendszerbeli ig�enyek sz�ama � v�v�

�� Xw�t�� a v�arakoz�o ig�enyek sz�ama a t id�opontban � v�v�
Xw � limt��Xw�t�� v�arakoz�o ig�enyek sz�ama � v�v�

�� Xs�t�� a kiszolg�al�as alatti ig�enyek sz�ama a t id�opontban � v�v�
Xs � limt��Xs�t�� kiszolg�al�as alatti ig�enyek sz�ama � v�v�

�� U�t�� a munkah�atr�al�ek a t id�opontban � v�v�
U � limt�� U�t�� munkah�atr�al�ek � v�v�

�



��	� Alap�osszef�ugg�esek

��	��� Input �es output jellemz
ok

�� Stabil sorban�all�asi rendszerre
 ha l�eteznek a pi � lim
t��

P�X�t� � i�
 �i egyens�ulyi
�allapotval�osz��n�us�egek
 tov�abb�a teljes�ul
 hogy

� a pillanatnyi �erkez�esi r�ata�
��t� i� � lim

�t��
E
�
��t��t	���t	

�t j X�t� � i
�
� ��i�
 �t� i�re �es

� a pillanatnyi kiszolg�al�asi r�ata�
	�t� i� � lim

�t��
E
�
��t��t	���t	

�t
j X�t� � i

�
� 	�i�
 �t� i�re

�� akkor egyens�ulyi �allapotban

� a v�arhat�o �erkez�esi r�ata�

� �  � � lim
t��

�t �
X
i

�ipi �����

� a v�arhat�o t�avoz�asi r�ata�

S �  S � lim
t��

St �
X
i

	ipi �����

�� alkalmaz�as M�M�� rendszerre�

� a v�arhat�o �erkez�esi r�ata� � �
P

i �ipi � �a
 mivel �i � �a
 �i
� a v�arhat�o t�avoz�asi r�ata� S �

P
i 	ipi � 	��� p��
 mivel 	i � 	
 �i 
 �

��	��� Folyamegyens�uly

�� Vesztes�egmentes
 stabil sorban�all�asi rendszerre
 ha l�etezik  � � lim
t��

�t �es  S �

lim
t��

St
 akkor teljes�ul az al�abbi folyamegyens�uly ��ow�balance��

 S �  � �����

�� alkalmaz�as M�M�� rendszerre�

� S � 	�� � p�� � � � �a
 ahonnan p� � �� �a�	





��	��� Little formula

�� Vesztes�egmentes
 munkameg�orz�o �work�conservative�
 rendszerre
 ha l�etezik
 � � lim

t��
�t �es  T � lim

t��
Tt
 �ahol Tt az ig�enyek �altal a rendszerben elt�olt�ott

�atlagos id�o a ��� t� intervallumban�
 akkor

 X �  �  T �����

�� bizony��t�as� �Kleinrock�

� ��t�� az �erkez�esek sz�ama a ��� t� intervallumban �ld� el�obb�

� ��t�� a t�avoz�asok sz�ama a ��� t� intervallumban �ld� el�obb�

� ha X��� � �
 akkor X�t� � ��t�� ��t�

� �t �
��t�

t
� az �atlagos �erkez�esi intenzit�as a ��� t� intervallumban �ld� el�obb�

� ��t�� az ��t� �es ��t� g�orb�ek k�oz�otti ter�ulet nagys�aga a ��� t� intervallumban
�az ig�enyek �altal a rendszerben elt�olt�ott �osszid�o� � v�v�

� Tt� egy realiz�aci�o ig�enyei �altal a rendszerben elt�olt�ott �atlagos id�o a ��� t�
intervallumban � v�v�

Tt �
��t�

��t�

� Xt� egy realiz�aci�o sor�an a rendszerben tart�ozkod�o ig�enyek �atlagos sz�ama
a ��� t� intervallumban � v�v�

Xt �
��t�

t
�
Tt ��t�

t
�
Tt �t t

t
� �t Tt

amib�ol a kiindul�o felt�etelekkel a formula k�ovetkezik�

�� alkalmaz�as r�eszrendszerre�

� kiszolg�al�o egys�egre�
 Xs �  �  x ���	�

� v�arakoz�asi sorra �pu�er��
 Xw �  �  W �����

�



X�t�

Xs�t�Xw�t�

�

m

W x

T

��
� Teljes��tm�eny jellemz�ok meghat�aroz�asa

������ Teljes��tm�eny jellemz
ok �ertelmez�ese

�� felhaszn�al�oi szempontb�ol

� �atvitel �throughput��

� ��t�� a t�avoz�asok sz�ama a ��� t� intervallumban � v�v�

� �atlagos t�avoz�asi r�ata a ��� t� intervallumban� St �
��t�

t
� v�v�

� pillanatnyi t�avoz�asi r�ata a realiz�aci�onk�enti jellemz�ok v�arhat�o �ert�eke�
S�t� � lim

�t��
E
�
��t��t	���t	

�t

�
� speci�alis eset� S�t� � S
 � t
 ekkor limt�� St � S is teljes�ul

� rendszerben elt�olt�ott id�o �sojourn time�� sn �eloszl�as
 momemtumok

v�arhat�o �ert�ek�

� ig�enyveszt�es val�osz��n�us�ege�
P�az ig�eny nem kap kiszolg�al�ast felt�eve
 hogy ig�eny �erkezik�

� kiszolg�al�as korrekts�ege� �atvitel
 v�alaszid�o
 blokkol�asi val�osz��n�us�eg ig�eny�
t��pust�ol
 konkr�et ig�enyt�ol val�o f�uggetlens�ege �fairness�

��



�� szolg�altat�oi szempontb�ol

� kihaszn�alts�ag �ld� ergodicit�as�� egy kiszolg�al�o eset�en�
� � P�a kiszolg�al�o egys�eg foglalt�
 t�obb kiszolg�al�o eset�en a
kiszolg�al�onk�enti kihaszn�alts�agok �atlaga�

� rendszerbeli
 v�arakoz�o sorban �all�o
 kiszolg�al�as alatti ig�enyek sz�ama �elosz�
l�as
 momemtumok�� X�t��Xw�t��Xs�t�� � � �

�� szempontok ellentmond�asa �felold�as� dr�aga
 de legal�abbis bonyol��t�o�

� az ��atlagra m�eretezett�
 ez�ert nagykihaszn�alts�ag�u
 egyszer�u kiszolg�al�asi
elv�u h�al�ozat lenne a legolcs�obb

� a felhaszn�al�ok sz�am�ara gyors v�alaszidej�u
 kisvesztes�eg�u
 azaz t�ul���cs�ucs�
terhel�esre�� m�eretezett h�al�ozat lenne ide�alis

� a vesztes�eg cs�okkenthet�o nagyobb sorok �pu�er� alkalmaz�as�aval
 de ez
n�oveli az �atlagos v�alaszid�ot is

� az egyes felhaszn�al�ok szeretn�ek
 ha �ok el�onyt �elvezn�enek
 de ehhez bonyo�
lult kiszolg�al�asi elv�u �es sz�aml�az�asi rendszer�u szolg�altat�as sz�uks�eges

������ Teljes��tm�eny jellemz
ok sz�armaztat�asa

�� kihaszn�alts�ag�

� egy kiszolg�al�oegys�eg �csatorna� eset�en

� � P�X 
 �� � � � p� �  Xs �  �  x �����

� t�obb �c� kiszolg�al�oegys�eg �csatorna� eset�en

� �
 Xs

c
�

 � �
c��X
k��

k pk !
�X
k�c

c pk�

c
�

 �  x

c
����

�� ig�enyveszt�esi val�osz��n�us�eg� c kapacit�as�u rendszer eset�en

pv � P�az ig�eny elveszik j ig�eny �erkezik� �
E�elvesz�o ig�enyek sz�ama�

E��erkez�o ig�enyek sz�ama�

pv �

cX
k��

pk E�elvesz�o ig�enyek v�arhat�o sz�ama j k ig�eny van a rendszerben�

cX
k��

pk E��erkez�o ig�enyek v�arhat�o sz�ama j k ig�eny van a rendszerben�

�����

��



�� Poisson �erkez�es ���t� i� � �
 �t� i� eset�en

pv �
� pc

�
cX

k��

pk

�
� pc
�

� pc ������

�� vesztes�eges rendszerre�

� a folyamegyens�uly�
 S � ��� pv� � ������

� a Little formula�
 X � �� � pv�  �  T ������

��



���� A t�argy feladat�anak pontos��t�asa

�� Modellez�esi �es anal��zis k�erd�esek
a t�argy keret�eben csak azok egy kis r�esze

� a vizsg�alhat�o sztochasztikus folyamatok k�ore

� a modell sz�armaztat�asa a rendszer param�etereib�ol

� a teljes��tm�enyjellemz�ok sz�armaztat�asa a modellb�ol

�� Fontos a k�etf�ele szempont meg�gyel�ese
 felismer�ese

� felhaszn�al�oi oldal�

� kommunik�aci�os protokoll jellemz�ok� m�uk�od�esi
 kiszolg�al�asi elvek �pl
priorit�as�
 bonyolults�ag � �pl szinkroniz�aci�o�
 lehets�eges kiszolg�al�asi
kon�iktusok �pl� vesztes�eg
 k�esleltet�es� �es felold�asuk
 korrekts�eg

� ig�eny kiel�eg��t�esi jellemz�ok� rendszerben elt�olt�ott �kiszolg�al�asi

v�arakoz�asi� id�o �eloszl�asa�
 sikertelen kiszolg�al�as �kezdem�enyez�es

megszakad�as� val�oszin�us�ege

� szolg�altat�oi oldal�

� ig�enyforr�asok jellemz�oi� sz�amuk
 homogenit�as � inhomogenit�as

� ig�enyek jellemz�oi� keletkez�esi id�opont �folytonos vagy diszkr�et�

gener�al�asi id�ok�oz eloszl�asa �momemtum � v�arhat�o �ert�ek�
 nagys�ag
�er�oforr�as pl� s�avsz�eless�eg� vagy id�oig�eny
 csoportm�eret�

� er�oforr�asok kihaszn�alts�aga� k�olts�eg � bev�etel

��



��



�� fejezet

MATEMATIKAI ALAPOK

���� Val�osz��n�us�egsz�am��t�asi �osszefoglal�o

������ Ismertnek felt�etelezett fogalmak

�� Val�osz��n�us�egsz�am��t�as

� folytonos
 diszkr�et eloszl�as�u v�eletlen v�altoz�o �v� v��

� folytonos
 diszkr�et eloszl�as�u v� v� momemtumai
 v�arhat�o �ert�eke

� felt�eteles eloszl�as
 felt�eteles v�arhat�o �ert�ek
 f�uggetlens�eg

� val�osz��n�us�egi v�altoz�ok �osszeg�enek v�arhat�o �ert�eke
 eloszl�asa
 konvol�uci�o

�� Sztochasztikus folyamatok

� sztochasztikus folyamat�
Legyen� fX�ti�� i � �� �� � � � � ng
 xi � S
 ti � T 
 egy v�eletlen folyamat �es
jel�olje P�A� az A esem�eny bek�ovetkez�es�enek val�osz��n�us�eg�et� Ekkor

FX�x� t� � P�X�t�� � x��X�t
� � x
� � � � �X�tn� � xn� �����

v�eges dimenzi�os eloszl�asokkal lehet a sztochasztikus folyamatot egy�ertel�
m�uen megadni�

� T param�etert�er �diszkr�et� folytonos�

� S mintat�er � �allapot �diszkr�et� folytonos�

�	



�� Sztochasztikus folyamatok n�eh�any tulajdons�aga kapcsolatban

� stacion�arius� eltol�asinvari�ans

� er�osen

FX �x� t� � FX �x� t��t�

� gyeng�en �n � �� � pl� n � �

pi�t� � P�X�t� � xi� � pi��t� xi � S

� ergodikus� stacion�arius folyamatra
 ahol X�t� � X
 �t
�az id�o�atlag megegyezik a sokas�agi �atlaggal�

E�X� � E�X�t�� � lim
T��

�

T

Z t��T

t�
X�t�dt

�Altal�aban feltessz�uk� hogy teljes�ulnek Ha valamelyik nem teljes�ul� azt k�ul�on
hangs�ulyozzuk

������ N�eh�any nevezetes eloszl�as

�� nevezetes diszkr�et eloszl�asok�

� determinisztikus eloszl�as�  � valamely v� v�

P� � a� � �
 a �� tetsz�es szerinti eg�esz vagy val�os sz�am

� geometriai eloszl�as�
p � esem�eny bek�ovetkez�es�enek val�osz��n�us�ege egy adott k��s�erletben
 � az esem�eny az n� f�uggetlen k��s�erlet sor�an k�ovetkezett be
P� � n� � ��� p�n��p� n 
 �

P� 
 n� �
�X

k�n��

��� p�k��p � ��� p�np
�X
j��

�� � p�j � ��� p�n

A geometriai eloszl�as �or�okifj�us�ag�anak megmutat�asa�

P� � k !"k j  
 k� �
P� � k !"k�  
 k�

P� 
 k�
�

P� � k !"k�

P� 
 k�
�

��� p�k��k��p

�� � p�k
� ��� p��k��p

��



� Bernoulli eloszl�as�  � egy �Bernoulli k��s�erletben� egy esem�eny
bek�ovetkez�es�enek sz�ama

P� � �� � p
 P� � �� � � � p
 P� 
 �� � �

� binomi�alis eloszl�as�
n � n f�uggetlen k��s�erletb�ol bek�ovetkezett esem�enyek sz�ama

P�n � k� �

�
n

k

�
pk��� p�n�k

� Poisson eloszl�as� binomi�alis eloszl�asb�ol
 � lim

n��
n � n f�uggetlen k��s�erletb�ol bek�ovetkezett esem�enyek sz�ama

P� � k� �
��t�k

k#
e��t

�� nevezetes folytonos eloszl�asok�

� egyenletes eloszl�as� f�t� �
�

b� a

� exponenci�alis eloszl�as�  � egy esem�eny els�o bek�ovetkez�es�enek id�opontja


P� � t� � � � e��t P� 
 t� � e��t

Az exponenci�alis eloszl�as �or�okifj�us�ag�anak megmutat�asa�

P� 
 t!"t j  
 t� �
P� 
 t!"t�  
 t�

P� 
 t�
�
P� 
 t!"t�

P� 
 t�
�

e���t��t	

e��t
� e���t

������ Val�osz��n
us�egi v�altoz�ok minimuma� maximuma

�� val�osz��n�us�egi v�altoz�ok minimum�anak eloszl�asa�

� legyen adott n val�osz��n�us�egi v�altoz�o
 �i� i � �� ���� n

� az egyes v�altoz�ok eloszl�asf�uggv�enye� Fi�t� � P��i � t�� i � �� ���� n�

� � � mini �i� i � �� ���� n

��



� k�erd�es� Fmin�t� � P�� � t�

� megold�as� Fmin�t� � P�� � t� � P�mini �i � t� �

� �P�mini �i 	 t� � ��P��i 	 t��i�
Ha a �i val�osz��n�us�egi v�altoz�ok mindegyike f�uggetlen egym�ast�ol�

�Nem t�ul szigor�u felt�etel� mivel csak az els�o esem�enyig kell teljes�ulnie�

Fmin�t� � � �
nY
i��

P��i 	 t� � � �
nY
i��

���P��i � t� � ��
nY
i��

�� � Fi�t��

amib�ol

�� Fmin�t� �
nY
i��

�� � Fi�t��

Ha �i �Fi�t� � P��i � t� � �� e��it
 i � �� � � � � n � exponenci�alis eloszl�as�u


akkor Fmin�t� � � �
nY
i��

e��it � � � e��t is exponenci�alis
 � �
nX
i��

�i

param�eterrel

Ha �i �Pi�k� � P��i � k� � ���pi�k��pi
 i � �� � � � � n� geometriai eloszl�as�u


akkor Fmin�k� � P�� � k� � �� �
nY
i��

��� pi��
k � �� ��� p�k is geome�

triai
 �es

�� p �
nY
i��

��� pi�

�� val�osz��n�us�egi v�altoz�ok maximum�anak eloszl�asa�

� hasonl�o l�ep�esekkel� f�uggetlens�eget felt�etelezve

Fmax�t� �
nY
i��

P��i � t� �
nY
i��

Fi�t� �����

�A f�uggetlens�eg sokkal szigor�ubb felt�etel� mint a minimumn�al� mivel ekkor annak
az utols�o esem�enyig kell teljes�ulnie��

�



����	� z�transzform�aci�o

Ha 
 a 
 �
 hogy lim
n��

fn
an

� �
 �es jzj � �
 akkor l�etezik az fn sorozat

F �z� �
�X
n��

fnz
n

z�transzform�altja�

�� A z�transzform�aci�o n�eh�any tulajdons�aga�

� Sor�osszeg� F ��� �
�X
n��

fn

� Kezdeti�ert�ek�t�etel� F ��� � f�

� Hat�ar�ert�ek�t�etel� lim
z��

��� z�F �z� � lim
n��

fn

� K�oz�ep�ert�ek�t�etel�
�

k#

dk

dzk
F �z�

�����
z��

� fk

� Konvol�uci�os t�etel� hn � fn � gn �
Pn

k�� fkgn�k �� H�z� � F �z� G�z�

�� z�transzform�aci�o alkalmaz�asa �gener�atorf�uggv�eny� diszkr�et eloszl�asokra

� Adott a  val�osz��n�us�egi v�altoz�o
 pk � P� � k�
 k � �� �� �� � � �

�X
k��

pk � �

eloszl�as�

� P �z� � E�z�� �
�X
k��

pkz
k

� El�oz�okb�ol� P ��� � �
 P ��� � p�

�

k#

dk

dzk
P �z�

�����
z��

� pk

� V�arhat�o �ert�ek� P ��z�jz�� �
d

dz
P �z�

�����
z��

�
�X
k��

kpk � E��

� Magasabb momemtumok meghat�aroz�as�ahoz� P ���z�jz�� �
d


dz

P �z�

�����
z��

�

�X
k��

k�k � ��pk �
�X
k��

k
pk �
�X
k��

kpk � E�
��E��

� Konvol�uci�os t�etel �eloszl�asra�� hn � fn � gn �� H�z� � F �z� G�z�

��



�� p�eld�ak a z�transzform�aci�o �gener�atorf�uggv�eny� alkalmaz�as�ara

� determinisztikus eloszl�as �diszkr�et �ert�ekre��

� P �z� � zn
 E�� � n

� geometriai eloszl�as�

� P �z� �
�X
k��

�� � p�k��pzk � pz
�X
k��

��� p�k��zk�� �
pz

�� �� � p�z

� E�� �
p��� �� � p�z� ! pz�� � p�

��� ��� p�z�


�����
z��

�
p
 ! p� p


p

�

�

p

� Bernoulli eloszl�as�

P �z� � �� p ! pz� E�� � p

� binomi�alis eloszl�as�

� P �z� �
nX

k��

�
n

k

�
pk�� � p�n�kzk � �� � p ! pz�n


l�asd n db Bernoulli eloszl�as�u vv �osszege

� E�� � np�� � p ! pz�n��
���
z��

� np

� Poisson eloszl�as�

P �z� �
�X
k��

��t�k

k#
e��tzk � e�z��	�t� E�� � �te�z��	�t

���
z��

� �t

������ Laplace�transzform�aci�o

�� de�nici�o�
Laplace transzform�aci�o�

f��s� �
Z �

��
e�stf�t�dt

Laplace�Stieltjes transzform�aci�o�

f��s� �
Z �

��
e�stdf�t�

k�ovetkezm�eny�
f��s� � s f��s�

��



�� a Laplace�transzform�aci�o n�eh�any tulajdons�aga�

� Integr�altulajdons�ag� f���� �
Z �

��
f�t�dt

� Kezdeti�ert�ek�t�etel� lim
s��

sf��s� � lim
t��

f�t�

� Hat�ar�ert�ek�t�etel� lim
s��

sf��s� � lim
t��

f�t�
 ha s f��s� analitikus Re�s� 	 �

eset�en

� Konvoluci�os t�etel� h�t� � f�t�� g�t� �
R t
u��� f�u�g�t� u�du

�� h��s� � h��s� h��s�

� df�t�

dt
� s f��s�� f��!��

Z t

��
f�u�du� �

s
f��s� ! c

�� Laplace transzform�aci�o alkalmaz�asa nemnegat��v folytonos val�osz��n�us�egi v�alto�
z�ok eloszl�as�ara �karakterisztikus f�uggv�eny�

� Adott az  	 � nemnegat��v val�osz��n�us�egi v�altoz�o
 ahol f�t��  s�ur�us�eg�
f�uggv�enye
 F �t��  eloszl�asf�uggv�enye
 ekkor f�t� Laplace transzform�altja�

f��s� � E�e�s�� �
Z �

��
e�stf�t�dt �

Z �

��
e�stdF �t� � F��s�

� V�arhat�o �ert�ek�
d

ds
f��s�

�����
s��

� �E��

� Magasabb momemtumok el�o�all��t�asa�
dk

dsk
f��s�

�����
s��

� ����kE
�
k
�

� Konvol�uci�os t�etel �s�ur�us�egf�uggv�enyekre�� h�t� � f�t�� g�t�
�� h��s� � f��s� g��s�

�� p�eld�ak a Laplace transzform�aci�o alkalmaz�as�ara

� determinisztikus eloszl�as �a 
 � val�os �ert�ekre��

f��s� � F��s� �
Z �

�
e�stdF �t� � e�sa� E�� � a

� egyenletes eloszl�as�

f��s� �
Z b

a
e�st

�

b� a
dt �

�

s�b� a�
�e�sa � e�sb�
 E�� �

a! b

�

� exponenci�alis eloszl�as�

f��s� �
Z �

�
e�st�e��tdt �

�

s! �
� E�� �

�

�s! ��


�����
s��

�
�

�

��



���� Diszkr�et idej�u Markov l�ancok �osszefoglal�asa

������ Markov tulajdons�ag

	A jelen mag�aba foglalja a teljes m�ultat	

P�Xn � xn j Xn�� � xn��� � � � �X� � x�� � P�Xn � xn j Xn�� � xn���� �����

������ Diszkr�et idej
u Markov l�anc

X��X��X
� � � � Xn � S diszkr�et val�osz��n�us�egi v�altoz�o sorozat diszkr�et idej�u Markov
l�anc
 ha minden n 	 ��re teljes�ul a Markov tulajdons�ag�

�� �allapott�er� az S halmazt a Markov l�anc �allapotter�enek nevezz�uk�

�� id�otengely� m�ern�oki alkalmaz�asok sor�an �altal�aban azt felt�etelezz�uk
 hogy az Xn

val�osz��n�us�egi v�altoz�ok az id�otengenly Tn �Tn 	 Tn��� id�opontj�aban ��rj�ak le a
vizsg�alt rendszer viselked�es�et�

�� �allapot� ha Xn � s � S
 akkor azt mondjuk
 hogy a vizsg�alt rendszer az n�edik
id�opontban az s �allapotban tart�ozkodik�

������ Markov tulajdons�ag k�ovetkezm�enyei

�� k�ovetkezm�eny diszkr�et idej�u Markov l�ancokra�

P �n	 � P �n��	���	�n� �� � P ��	��n	��� �����

ahol�

� �tranziens� �allapotval�osz��n�us�eg vektor�

P �n	 �
h
p
�n	
� � p

�n	
� � p

�n	

 � � � �

i
� p

�n	
i � P�Xn � i��

� k�l�ep�eses �atmenetval�osz��n�us�eg m�atrix�

��k	�m� �
h
p
�k	
ij �m�

i
� p

�k	
ij �m� � P�Xm�k � j j Xm � i��

� i� j � S� m � �� �� �� � � � � k � �� �� � � ��
� Chapman�Kolmogorov egyenl�os�eg�

p
�k�n	
ij �m� �

X
l�S

p
�k	
il �m�p�n	lj �m! k�� ��k�n	�m� � ��k	�m���n	�m! k�

���	�

��



�� homog�en Markov l�anc �stacion�arius �atmenetval�osz��n�us�egek��

���	�m� � $pij % ��

� i� j � S� �m � �� �� � � ��ra� Ekkor
��k�n	�m� ���k�n	 ���k	��n	
 �es P �n	 � P ��	�n �����

�� a diszkr�et idej�u Markov l�ancokkal kapcsolatban tanult alapfogalmak

� irreducibilit�as� minden �allapot minden �allapotb�ol el�erhet�o
�szemrev�etelez�es�

�i� j eset�en 
n ��
 hogy p
�n	
ij 
 �

� aperiodikuss�ag� nem periodikus �szemrev�etelez�es�

i �allapot aperiodikus
 ha 
n� ��
 hogy p
�n	
ii 
 � �n 	 n� eset�en�

� visszat�er�os�eg� pozit��v �v�eges v�arhat�o visszat�er�esi id�o�
de�nici�o� l�asd Gy�or� Val�osz�
n�us�egsz�am�
t�as� Sztochasztikus folyamatok

f
�n	
ij � P�Xn � j�Xk �� j� � � k � n j X� � i�� �n 
 �� i� j � S�

� i � S visszat�er�o
 ha�
�X
n��

f
�n	
ii � �

� i � S nem visszat�er�o
 ha�
�X
n��

f
�n	
ii � �

� i � S pozit��v visszat�er�o
 ha� mi �
�X
n��

nf
�n	
ii ��

� �or�okl�od�es� irreducibilis Markov l�ancokra az aperiodikuss�ag

a visszat�er�os�eg �or�okl�odik

����	� Stabilit�as

�� stabilit�as

� a limn��P�Xn � i� hat�ar�ert�ek l�etezik minden �i � S�re�

� a limn��P�Xn � i� hat�ar�ert�ek f�uggetlen a kezdeti eloszl�ast�ol�

� a limn��P�Xn � i� hat�ar�ert�ek eloszl�ast ad S�en
 azaz

X
i�S

lim
n��

P�Xn � i� � ��

��



�� t�etelek a stabilit�asr�ol �az egyik legalapvet�obb k�erd�es�

� v�eges Markov l�ancra� ha irreducibilis �es aperiodikus

� v�egtelen Markov l�ancra� ha irreducibilis
 aperiodikus �es pozit��v
visszat�er�o

� stabilit�as el�egs�eges felt�etele v�egtelen irreducibilis
 aperiodikus Markov
l�ancra a Foster krit�erium
Az irreducibilis
 aperiodikus Markov l�anc stabil
 ha l�eteznek az
I 	 �� C 
 �� d 
 � sz�amok
 �ugy hogy

k � I�re� E�Xn�� j Xn � k� � C

k 
 I�re� E�Xn�� j Xn � k� � k � d

�� a stabilit�as k�ovetkezm�enye

� lim
n��

p
�n	
ij � pj 
 �� �i� j
 ahol pj � lim

n��
P�Xn � j�� �j�re

� ekkor a P � P�
 P � $p�� p�� p
� � � �% egyenl�os�egnek a
�X
i��

pi � � felt�etel mellett csak egy megold�asa van
 amely a hat�areloszl�as�

Ha a P ��	 � P felt�etel teljes�ul
 akkor P �n	 � P� �n�re�

Mindig v�eges �allapott�errol �N� lesz sz�o� hacsak k�ul�on nem hangs�ulyoz�
zuk a v�egtelent

���� Diszkr�et idej�u Markov l�ancok jellemz�oinek

meghat�aroz�asa

������ Hat�areloszl�as

�� Az egyenletek fel��r�asa a j� �allapotra� �a kifejez�es interpret�al�asa � �

p
�n	
j �

nX
i��

p
�n��	
i pij � p

�n��	
j pjj !

X
i��j

p
�n��	
i pij �

p
�n��	
j �� �X

k ��j

pjk� !
X
i��j

p
�n��	
i pij

ahonnan
p
�n	
j � p

�n��	
j �

X
i ��j

p
�n��	
i pij � p

�n��	
j

X
k ��j

pjk �����

��



A hat�areloszl�asra
 mivel lim
n��

p
�n	
j � lim

n��
p
�n��	
j � pj� �j�re

pj � pj � � �
X
i��j

pipij � pj
X
k ��j

pjk

azaz �a kifejez�es interpret�al�asa� gra�kus demonstr�aci�o � �

X
i��j

pipij � pj
X
k ��j

pjk ����

j S�j

pj

X
k ��j

pjk

X
i��j

pipij

�� A kifejez�es kiterjeszthet�o �allapotcsoportokra is

X
i�U

pi
X
j�D

pij �
X
j�D

pj
X
k�U

pjk �����

DU

X
j�D

pj

X
k�U

pjk

X
i�U

pi

X
j�D

pij

������ Bolyong�asok

�� �Ertelmez�es

pij �

����������
��������	

bi j � i! �� � � i � N
di j � i� �� � � i � n
�� bi � di j � i� � � i � N
�� b� j � i� i � �
�� dN j � i� i � N
� egy�ebk�ent

�	



bi�� bi

�� bi � di �� bi�� � di���� bi�� � di���� b� �� dN

di di�� dN

b� bN��

i� i� � i! � N

d�

�� Bolyong�asok hat�areloszl�asa

pk��pk���k ! pk��pk���k � pk�pk�k�� ! pk�k���� � � k � N

pk��bk�� ! pk��dk�� � pk�bk ! dk�� � � k � N

p�d� � p�b�

amib�ol
pkdk � pk��bk��� � � k � N ������

�Igy

pk �
bk��
dk

pk�� � p�
kY

j��

bj��
dj

� � � k � N ������

Mivel
X
k�S

pk � �

X
k�S

pk � p� ! p�
NX
k��

kY
j��

bj��
dj

� �

s innen

p� �
�

� !
NX
k��

kY
j��

bj��
dj

������

�� demonstr�aci�os p�elda� b� d �const� eset
 Foster krit�erium alkalmaz�as v�egtelen
esetre

��



������ Tart�asid
o eloszl�as� k�ovetkez
o �allapot

�� �Allapotok tart�asid�o eloszl�asa

� tekints�unk egy tetsz�es szerinti �allapotot
 amelyre pii � ��

� a markovit�asb�ol k�ovetkez�oen annak val�osz��n�us�ege
 hogy a rendszer az
�allapotot �eppen az n� l�ep�esben hagyja el�

P��i � n� � pn��ii �� � pii� ������

geometriai eloszl�as�u
 amib�ol

E��i� �
�

�� pii
�

�P
j ��i pij

������

Eml�ekezz�unk� a geometriai eloszl�as eml�ekezetmentes�

�� Az i �allapotot k�ovet�o �allapot eloszl�asa

� tekints�uk az el�oz�o i �allapotot

� annak val�osz��n�us�ege
 hogy a rendszer az �allapotot az n� l�ep�esben hagyja el
�es a j �allapotba l�ep �at

P�Xn � j j Xn �� i� Xk � i� k � n� �

P�Xn � j�Xn �� i� Xk � i� k � n�

P�Xn �� i� Xk � i� k � n�
�
P�Xn � j� Xk � i� k � n�

P�Xn �� i� Xk � i� k � n�
�

pn��ii pij

pn��ii �� � pii�
�

pijP
k ��i pik

����	�

Vegy�uk �eszre� a k�ovetkez�o �allapot csak az aktu�alis �allapott�ol f�ugg� s f�ugget�
len az �atl�ep�es id�opontj�at�ol is � Markovit�as�

��



�� Markov l�anc az �allapotv�altoz�asok id�opontj�aban

n

i

j

k

X� � i X� � i X� � j X� � j X� � j X� � k X	 � i X
 � i X� � k

Xa
�
� i Xa

�
� j Xa

�
� k Xa

�
� i Xa

�
� k

Xn geom geom geom geom

� tekints�uk az �allapotv�altoz�asok id�opontj�aban a folyamatot Xa
n

� jel�olj�uk �a�val ennek egyl�ep�eses �atmenetval�osz��n�us�eg m�atrix�at

� a �a m�atrix elemei sz�armaztathat�ok az eredeti m�atrixb�ol �ld� ���	�

paij �
pijP
k ��i pik

� paii � �� �i�re

� a �a m�atrix seg��ts�eg�evel el�o�all��that�ok az �allapotv�alt�asi id�opontokra a
P
a �n	
i tranziens �es a pai egyens�ulyi �allapotval�osz��n�us�egek

� pi �es pai kapcsolata�

pi �
pai E��i�P

j�S paj E��j�
������

ahol E��i� �
�P

j ��i pij

� P�elda� v�eges �allapotter�u bolyong�as


paij �

����������
��������	

bi��bi ! di� j � i! �� � � i � N
di��bi ! di� j � i� �� � � i � n
� j � i� � � i � N
� i � �� j � �
� i � N� j � N � �
� egy�ebk�ent

�



�

di
bi � di

�

bi��
bi�� � di��

�

Nii� � i� �

bi
bi � di

di��
bi�� � di��

d�
b� � d�

bN��
bN�� � dN��

Ez�ert pa� �
b� ! d�
d�

pa� �es

pak �
bk���bk ! dk�

dk�bk�� ! dk���
pk�� �

bk ! dk
d�

p�
kY

j�


bj��
dj

� � � k � N

ahonnan

pa� �
�

� ! �b� ! d���d� !
PN

k�
��bk ! dk��d��
Qk
j�
�bj���dj�

s ekkor �����b�ol

pk �
���d��

Qk
j�
�bj���dj�

��b� ! ��d� ! ���d��
PN

k�


Qk
j�
�bj���dj�

�

Qk
j���bj���dj�

� !
PN

k��

Qk
j���bj���dj�

�es

p� �
��b�

��b� ! ��d� ! ���d��
PN

k�


Qk
j�
�bj���dj�

�
�

� !
PN

k��

Qk
j���bj���dj�

ami �osszhangban van a kor�abbi eredm�ennyel�

����	� Tranziens eloszl�as

�� A z�transzform�alt alkalmaz�asa tranziens eloszl�as el�o�all��t�as�ara

P �n	 � P �n��	�

Legyen

P �z� �
�X
n��

P �n	zn

�X
n��

P �n	zn �
�X
n��

P �n��	�zn

P �z�� P ��	 � z
�X
n��

P �n��	�zn�� � zP �z��

��



P �z� � P ��	 $I � z�%�� ������

lim
n��

P �n	 � lim
z��

P ��	�� � z� $I � z�%�� � P ��	lim
z��

�� � z� $I � z�%��

�Hat�areloszl�as l�etez�es�enek felt�etele a kifejez�es alapj�an�

�� K�et�allapot�u p�elda a tranziens �es egyens�ulyi eloszl�as eloszl�as el�o�all��t�as�ara

� � $pij % �



�	 �	
��	 ��	

�

��	
��	

���	

���	

� �

� hat�areloszl�as meghat�aroz�asa

p� � ��	p� ! ���	p� p� � ��	p� ! ���	p� p� ! p� � �

�p� � �p� �� p� � ���� p� � ���

� tranziens eloszl�as

I ��z �



� � ��	z ���	z
����	z � � ���	z

�

det�I ��z� � ��� z��� ! ���	z�

�I ��z��� �
�

��� z��� ! ���	z�



� � ���	z ��	z
���	z �� ��	z

�

�I ��z��� sorfejt�ese�
A
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!

B

� ! ���	z

�I ��z��� �
�
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�X
n��
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!

�X
n��

�
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Mivel bevezethet�o a k�ovetkez�o �ertelmez�es�

P �z� � P ��	
�X
n��

��n	zn � P ��	��z�

��n	 � �n �



��� ���
��� ���

�
! �

��

�
�n



��� ����
���� ���

�

P
�n	
� � ��� !

���

�

n �
���P ��	

� � ���P ��	
�

�

P
�n	
� � ��� !

���

�

n �
����P ��	

� ! ���P ��	
�

�

��	� Folytonos idej�u Markov l�ancok

Az X�t� folyamatot folytonos idej�u Markov l�ancnak nevezz�uk
 ha �n 	 ��re
 � � t� �
t� � � � � � tn�re �es x�� x�� � � � � xn � S�re teljes�ul a

P�X�tn� � xnjX�tn��� � xn��� � � � �X�t�� � x�� � P�X�tn� � xnjX�tn��� � xn����
�����

�osszef�ugg�es
 amennyiben a felt�eteles val�osz��n�us�egek l�eteznek�
Figyelmeztet�es� Nem igazi matematikai t�argyal�as� hanem csak a diszkr�et idej�u

Markov l�ancokkal val�o kapcsolatok jelz�ese� r�eszletesen ld Gy�or�� P�ali

��	��� Markov tulajdons�ag

�� a Markov tulajdons�ag k�ovetkezm�enye folytonos idej�u Markov l�ancokra�

P �t! u� � P �t���t� u� ������

ahol�
P �t� � $p��t�� p��t�� p
�t�� � � �% � pi�t� � P�X�t� � i��

��t� u� � $pij�t� u�% � pij�t� u� � P�X�t! u� � j j X�t� � i��

� i� j � S��t� u 	 �

Chapman�Kolmogorov egyenl�os�eg�

pij�t� u! v� �
X
l�S

pil�t� u�plj�t!u� v�� ��t� u! v� ���t� u���t!u� v� ������

��



�� homog�en Markov l�anc �stacion�arius �atmenetval�osz��n�us�eg��

��t� u! v� � ��u! v� ���u���v�� pij�u� � P�X�t! u� � j j X�t� � i��

��u� � $pij�u�% � � i� j � S��t� u 	 �

�� m�as fel��r�assal kifejtve a j� �allapotra�

Pj�t! u� �
nX
i��

Pi�t�pij�u� � Pj�t�pjj�u� !
X
i��j

Pi�t�pij�u�

Taylor sorba fejtve pij�u��t�

Pj�t! u�� Pj�t� �
X
i��j

Pi�t�pij�u�� Pj�t�
X
k ��j

pjk�u� �

X
i��j

Pi�t� qij u� Pj�t�
X
k ��j

qjk u! o�u��

ahol a Q r�atam�atrix �altal�anos alakja homog�en Markov l�ancra�

qij � lim
u��

pij�u�� �ij
u

� Q � $qij% �
X
j�S

qij � ���i � S�

Az el�oz�oekb�ol�

d

dt
Pj�t� � lim

u��

Pj�t! u�� Pj�t�

u
�
X
i��j

Pi�t�qij � Pj�t�
X
k ��j

qjk ������

d

dt
P �t� � P �t�Q ������

A tov�abbiakban �i�re feltessz�uk� hogy teljes�ul qii 
 �� � �zikai tartalom

��	��� Folytonos idej
u Markov l�ancok tulajdons�agai

�� irreducibilit�as� minden �allapot minden �allapotb�ol el�erhet�o
�szemrev�etelez�es�
�i� j eset�en 
t ��
 hogy pij�t� 
 �

�� visszat�er�os�eg� pozit��v �v�eges v�arhat�o visszat�er�esi id�o�
a diszkr�et visszat�er�esi id�o folytonos �altal�anos��t�as�aval

�� �or�okl�od�es� irreducibilis Markov l�ancokra a visszat�er�os�eg �or�okl�odik

��



��	��� Stabilit�as

�� a hat�areloszl�as l�etez�ese

� v�eges Markov l�ancra� ha irreducibilis

� v�egtelen Markov l�ancra� ha irreducibilis �es pozit��v visszat�er�o

� stabilit�as el�egs�eges felt�etele v�egtelen Markov l�ancokra � Foster krit�erium
alkalmaz�asa� ld� k�es�obb

A tov�abbiakban feltessz�uk� hogy minden �allapotban ��n�al t�obb idot
t�olt a rendszer� �es mindig v�eges �allapott�errol �N� lesz sz�o� hacsak
k�ul�on nem hangs�ulyozzuk a v�egtelent

�� a hat�areloszl�as l�etez�es�enek k�ovetkezm�enye

� lim
t��

pij�t� � pj 
 �� �i� j � S
 ahol pj � lim
n��

P�X�t� � j�

� ekkor a PQ � �
 P � $p�� p�� p
� � � �% egyenl�os�egnek aX
i�S

pi � � felt�etel mellett csak egy megold�asa van
 amely a hat�areloszl�ast

szolg�altatja�
Ha a P ��� � P felt�etel teljes�ul
 akkor P �t� � P� �t�re�

��
� Folytonos idej�u Markov l�ancok jellemz�oinek

meghat�aroz�asa

������ Hat�areloszl�as

�� Az egyenletek fel��r�asa a j� �allapotra�

lim
t��

Pj�t! u� � lim
t��

Pj�t� � pj � �j � S

lim
t��

d

dt
Pj�t� � � �

X
i��j

piqij � pj
X
k ��j

qjk

azaz X
i ��j

piqij � pj
X
k ��j

qjk ������

��



j S�j

pj

X
k ��j

qjk

X
i��j

piqij

�� a kifejez�es kiterjeszthet�o �allapotcsoportokra is

X
i�U

pi
X
j�D

qij �
X
j�D

pj
X
k�U

qjk ������

U D

X
j�D

pj

X
k�U

qjk

X
i�U

pi

X
j�D

qij

������ Sz�ulet�esi�hal�aloz�asi folyamatok

�� �ertelmez�es�

qij �

����������
��������	

�i j � i! �� � � i � N
	i j � i� �� � � i � N
��i � 	i j � i� � � i � N
��� j � i� i � �
�	N j � i� i � N
� egy�ebk�ent

�i�� �i

�i����
�i

�� �N��

�N

ii� � i! � N�

��



�� sz�ulet�esi�hal�aloz�asi folyamatok hat�areloszl�asa

pk��qk���k ! pk��qk���k � pk�qk�k�� ! qk�k���� � � i � N

pk���k�� ! pk��	k�� � pk��k ! 	k�� � � i � N

p�	� � p���

amib�ol
pk	k � pk���k��� � � i � N ����	�

�Igy

pk �
�k��
	k

pk�� � p�
kY

j��

�j��
	j

� � � i � N ������

Mivel
X
k�S

pk � �

X
k�S

pk � p� ! p�
NX
k��

kY
j��

�j��
	j

� �

s innen

p� �
�

� !
NX
k��

kY
j��

�j��
	j

������

�� demonstr�aci�os p�elda� M�M�� rendszer �t�
pus megfogalmaz�asa n�elk�ul�

������ Tart�asid
o eloszl�as� k�ovetkez
o �allapot

�� �allapotok tart�asid�o eloszl�asa

� tekints�unk egy tetsz�es szerinti �allapotot
 amelyre qii � ��

� a markovit�asb�ol k�ovetkez�oen az i �allapot elhagy�asi idej�et a k�ovetkez�o dif�
ferenci�al egyenlet ��rja le�

d

dt
Pi�t� � qiiPi�t�� Pi��� � �

amib�ol�
Pi�t� � P��i 
 t� � eqiit �����

�es

E��i� �
�

�qii �
�P

j ��i qij
������

�	



mivel
F�i�t� � P��i � t� � �� eqiit � � � e�

P
j ��i

qijt

Eml�ekezz�unk� Az exponenci�alis eloszl�as eml�ekezetmentes�

�� az i �allapotot k�ovet�o �allapot eloszl�asa

� tekints�uk az el�oz�o i �allapotot

� annak val�osz��n�us�ege
 hogy a rendszer az i� �allapotot a �t� t!"t� interval�
lumban hagyja el �es ekkor a j �allapotba l�ep �at

P�X�t!"t� � j j X�t!"t� �� i� X�u� � i� �� � u � t� �

P�X�t!"t� � j� X�t!"t� �� i� X�u� � i� �� � u � t�

P�X�t!"t� �� i� X�u� � i� �� � t � t�
�

P�X�t!"t� � j� X�u� � i� �� � u � t�

P�X�t!"t� �� i� X�u� � i� �� � u � t�

P�X�t!"t� � j� X�t� � i�

P�X�t!"t� �� i� X�t� � i�

ahonnan�

lim
�t��

P�X�t!"t� � j j X�t!"t� �� i� X�u� � i� �� � u �� t� �

qij "t eqiit ! o �"t�P
k ��i qik "t eqiit ! o �"t�

�
qijP
k ��i qik

������

Vegy�uk �eszre� a k�ovetkez�o �allapot csak az aktu�alis �allapott�ol f�ugg� s f�ugget�
len az �atl�ep�es id�opontj�at�ol is � Markovit�as�

�� Markov l�anc az �allapotv�altoz�asok id�opontj�aban �be�agyazott Markov l�anc�

� tekints�uk az �allapotv�altoz�asok id�opontj�aban a folyamatot Xa
n

Figyelem� diszkr�et idej�u Markov l�anc

� jel�olj�uk �a�val ennek egyl�ep�eses �atmenetval�osz��n�us�eg m�atrix�at

� a �a m�atrix elemei sz�armaztathat�ok az eredeti m�atrixb�ol �ld� �����

paij �
qijP
k ��i qik

� paii � �� �i�re

� a �a m�atrix seg��ts�eg�evel el�o�all��that�ok az �allapotv�alt�asi id�opontokra a
P a
i �n� tranziens �es a p

a
i egyens�ulyi �allapotval�osz��n�us�egek

��



� pi �es pai kapcsolata�

pi �
pai E��i�P

j�S paj E��j�
������

ahol E��i� �
�P

j ��i qij
�

�

�qii
Vegy�uk �eszre� a Foster krit�erium alkalmazhat�o az �allapotv�alt�asok pil�
lanat�aba 	be�agyazott Markov l�ancra	� s ezzel a stabilit�as el�egs�eges
krit�eriuma ellen�orizhet�o�

� p�elda� v�eges �allapotter�u bolyong�as
 �gra�kus demonstr�aci�o�

paij �

����������
��������	

�i���i ! 	i� j � i! �� � � i � N
	i���i ! 	i� j � i� �� � � i � N
� j � i� � � i � N
� i � �� j � �
� i � N� j � N � �
� egy�ebk�ent

�

�i
�i � �i

�

�

Nii� � i� �

�N��
�N�� � �N��

��
�� � ��

�i��
�i�� � �i��

�i��
�i�� � �i��

�i
�i � �i

Ez�ert pa� �
�� ! 	�
	�

pa� �es

pak �
�k����k ! 	k�

	k��k�� ! 	k���
pk�� �

�k ! 	k
	�

p�
kY

j�


�j��
	j

� � � k � N

ahonnan

pa� �
�

� ! ��� ! 	���	� !
PN

k�
���k ! 	k��	��
Qk

j�

�j��
�j

s ekkor �����b�ol

pk �
���	��

Qk
j�
��j���	j�

���� ! ��	� ! ���	��
PN

k�


Qk
j�


�j��
�j

�

Qk
j����j���	j�

� !
PN

k��

Qk
j����j���	j�

��



�es

p� �
����

���� ! ��	� ! ���	��
PN

k�


Qk
j�
��j���	j�

�

�

� !
PN

k��

Qk
j����j���	j�

ami �osszhangban van a kor�abbi eredm�ennyel�

����	� Tranziens eloszl�as

�� a Laplace�transzform�aci�o alkalmaz�asa tranziens eloszl�as el�o�all��t�as�ara

d

dt
P �t� � P �t�Q

sP ��s�� P ��� � P ��s�Q

P ��s� � P ��� $sI �Q%�� ������

lim
t��

P �t� � lim
s��

sP ��s� � P ��� lim
s��

s $sI �Q%��

�Hat�areloszl�as l�etez�es�enek felt�etele a kifejez�es alapj�an�

�� k�et�allapot�u p�elda a tranziens �es egyens�ulyi eloszl�as eloszl�as el�o�all��t�as�ara

Q � $qij% �


 ���	 ��	
���	 ����	

�

��	

���	

� �

� hat�areloszl�as meghat�aroz�asa �� � PQ�

� � ���	p� ! ���	p�� � � ��	p� � ���	p�� p� ! p� � �

�p� � �p� �� p� � ���� p� � ���

�



� tranziens eloszl�as

Y � sI �Q �



s! ��	 ���	
����	 s! ���	

�

det�Y � � det�sI �Q� � s�s! ���	�

Cramer�szab�aly� az i� sort P ����lal helyettes��tve �Y i�s���

Pi�s� �
det�Y i�s��

det�Y �s��

Legyen P ��� � $P���� P����%�

det�Y ��s�� �



P���� P����
����	 s! ���	

�
� P�����s ! ���	� ! P�������	

det�Y ��s�� �



s! ��	 ���	
P���� P����

�
� P������	 ! P�����s ! ��	�

P��s� � P����
s! ���	

s�s ! ���	�
! P����

���	

s�s! ���	�

P��s� � P����
��	

s�s ! ���	�
! P����

s! ��	

s�s! ���	�

P��t� � P�����
���	

���	
!

��	

���	
e��	
�t� ! P�����

���	

���	
� ���	

���	
e��	
�t�

P��t� � ��� ! ���P����e
��	
�t � ���P����e

��	
�t�

P��t� � P�����
��	

���	
� ��	

���	
e��	
�t� ! P�����

��	

���	
!

���	

���	
e��	
�t�

P��t� � ��� � ���P����e
��	
�t ! ���P����e

��	
�t�

Ha P���� � �� P���� � ��

P��t� � ��� ! ��� e��	
�t� P��t� � ���� ��� e��	
�t

��



������ Poisson folyamat �tiszta sz�ulet�esi folyamat�

�� �ertelmez�es�

qij �

���
�	

� j � i! �� i 	 �
�� j � i� i 	 �
� egy�ebk�ent

Minden �allapot ered�o kil�ep�esi r�at�aja �� az �allapot elhagy�asa mindig �uj �erkez�es
hat�as�ara t�ort�enik� azaz az �erkez�esi id�opontok k�oz�otti id�ok�oz�ok eloszl�asa azonos
� param�eter�u exponenci�alis eloszl�as

�� a folyamat nem irreducibilis
 teh�at a hat�areloszl�as nem l�etezik

�� a tranziens �allapotval�osz��n�us�eg eloszl�as el�o�all��t�asa�

d

dt
Pj�t� � Pj���t��� Pj�t��� j 
 ��

d

dt
P��t� � �P��t��

Bevezetve az �allapotval�osz��n�us�egeloszl�as P �z� t� �
�X
j��

Pj�t�z
j

z�transzform�altj�at�

�X
j��

d

dt
Pj�t�z

j �
�X
j��

Pj���t��z
j �

�X
j��

Pj�t��z
j

�

�t
P �z� t�� d

dt
P��t� � �zP �z� t�� �P �z� t� ! �P��t�

�

�t
P �z� t� � ���� � z�P �z� t�

Most alkalmazva a Laplace�transzform�aci�ot �es �gyelembe v�eve a P���� � �
�P�z
�� � �� kezdeti felt�etelt
 a megold�as�

sP �z� s�� P �z� �� � ����� z�P �z� s�

P �z� s� �
�

s! � � �z
�

���s! ��

� � �z��s! ��
�

�

s! �

�X
j��

�
�

s! �
�jzj

ahonnan Pj�s� �
�j

�s! ��j��

 s innen

Pj�t� �
��t�j

j#
e��t� ������

ami �t param�eter�u Poisson eloszl�ast eredm�enyez�

��



�� a t�alatti X�t� �erkez�esek sz�am�anak v�arhat�o �ert�eke�

E�X�t�� �
�

�z
P �z� t�

�����
z��

� LT�� �

�z
P �z� s�

�����
z��

�

LT�� �

�s! ��� � z��


�����
z��

� LT�� �

s


ahonnan
E�X�t�� � �t ������

azaz az �erkez�esek sz�am�anak v�arhat�o �ert�eke line�arisan n�o az id�ovel
 ��gy �alland�o
az �erkez�esi intenzit�as�

K�ovetkeztet�es� az �alland�o sz�ulet�esi ��erkez�esi� intenzit�as�u folyamat� az azonos �
param�eter�u �erkez�esi id�ok�oz�ok� valamint a Poisson �erkez�esi folyamat equivalens
kijelent�esek

	� a t�alatti �erkez�esek sz�am�anak sz�or�asa�

�


�z

P �z� t�

�����
z��

� LT�� �

�z
P ��z� s�

�����
z��

�

LT�� ��s! ��� � z���


�s! ��� � z��

�����
z��

� LT����



s�

ahonnan

E�X
�t�� � LT�� �


�z

P �z� s�

�����
z��

!E�X�t�� � ��t�
 ! �t ����	�

s innen ���	 �es �����b�ol

�
 � E�X
�t��� �E�X�t���
 � ��t�
 ! �t� ��t�
 � �t ������

�� F�uggetlen Poisson folyamatok szuperpozici�oja is Poisson folyamat� Legyenek
X��t�� � � � �Xn�t� f�uggetlen Poisson folyamatok ��� � � � � �n param�eterrel� Ekkor
a folyamatokX�t� � X��t�!� � � �Xn�t� szuperpozici�oja ugyancsak Poisson folya�
mat
 � � �� ! � � �! �n param�eterrel�
Bizony��t�as� el�osz�or csak k�et folyamatra vizsg�alva
Jel�olje X�t� � � � X�� � � X�t� az �erkez�esek sz�am�at a $t� � � intervallumban�
Ekkor�

P�X�u� u! t� � n� �
nX
i��

P�X��u� u! t� � i X
�u� u! t� � n� i� �

��



nX
i��

P�X��u� u! t� � i�P�X
�u� u! t� � n� i� �
nX
i��

���t�i

i#
e���t

��
t��n�i	

�n � i�#
e���t �

e���te���t

n#

nX
i��

�
n

i

�
���t�

i��
t�
�n�i	 �

e�������	t

n#
���� ! �
�t�

n

ahonnan n 
 ��re teljes indukci�oval bel�athat�o�

M�asik megold�as� z�transzform�aci�oval

Pk�z� t� � e�z��	�kt� �k � �� � � � � n
P �z� t� �

nY
k��

e�z��	�kt � e�z��	
Pn

k��
�kt � e�z��	�t

�� Poisson folyamatok v�eletlen dekompozici�oja is Poisson folyamat
Legyen q�� � � � � qm az �� � � � �m t��pus�u be�erkez�es val�osz��n�us�ege
 q�! cdots!qm �
�� Ekkor�

P�X��� � ! t� � n� ! � � �! nm � n� �
��t�n

n#
e��t

n#

n�# � � �nm#q
n�
� � � � qnmm �

�q��t�n�

n�#
e�q��t � � � �qm�t�

nm

nm#
e�qm�t �

nY
k��

�qk�t�nk

nk#
e�qk�t

� a Poisson folyamat matematikai alapde�nici�oja� Gy�or�� P�ali
Legyen � 
 � sz�am
 s legyen X�t� � &fi � � � Ti � tg� �t 	 ��
 ahol
fTig�i���� � � � � Ti�� � Ti � Ti�� v�eletlen pontsorozat� X�t��t � param�eter�u
Poisson folyamatnak nevezz�uk
 ha

� X�t� eloszl�asa �t param�eter�u Poisson eloszl�as
 azaz

X��� � �� P�X�t� � k� �
��t�k

k#
e��t� �t 
 �� k � S�

� X�t� f�uggetlen n�ovekm�eny�u
 azaz �n 	 � eg�eszre �es � � t� � � � � � tn�re az
X�t���X�t���X�t
��X�t��� � � � �X�tn��X�tn��� val�osz��n�us�egi v�altoz�ok
teljesen f�uggetlenek

� X�t� stacion�arius n�ovekm�eny�u
 azaz �u� t 
 ��ra az X�t� � X��� �es az
X�t! u��X�u� val�osz��n�us�egi v�altoz�ok eloszl�asa megegyezik

�� a Poisson folyamat alternat��v matematikai de�nici�oja�

� P�X�t� � �� � �� �t! o �t�

� P�X�t� � �� � �t! o �t� s�ur�us�egi felt�etel

� P�X�t� 	 �� � o �t� ritkas�agi felt�etel

��



���� Markov folyamatok �altal�anos��t�asai

����� Fel�uj��t�asi folyamatok

Legyen T�� T
� � � � valamely esem�eny egym�ast k�ovet�o bek�ovetkez�eseinek id�opontja

s jel�olje Zi � Ti � Ti��� T� � �� i 
 � az egym�ast k�ovet�o esem�enyek k�oz�otti
id�ointervallum hossz�at� Ha a Zi� i 
 � v�eletlen v�altoz�ok f�uggetlen
 azonos eloszl�as�u
val�osz��n�us�egi v�altoz�ok
 akkor a Ti� i 	 � folyamatot fel�uj��t�asi �renewal� folyamatnak
nevezz�uk
 ahol Zi a fel�uj��t�asi intervallumokat jel�oli�

�� �Ti id�opontban teljes�ul a Markov tulajdons�ag

�� a Markov folyamatok fogalm�anak �altal�anos��t�asa ��altal�anos eloszl�as�u a tart�asid�o�
�es sz�uk��t�ese �egy�allapot�u folyamat�

�� ha Yi egy m�asik v�eletlen v�altoz�o
 amely

� f�ugg Zi�t�ol

� a Zi intervallum egy v�eletlen r�esze
 �Yi � Zi�

� tov�abb�a a �Z�� Y��
 �Z
� Y
�� � � � p�arok egym�ast�ol f�uggetlenek

Legyen p�t� annak val�osz��n�us�ege
 hogy t egy Yi intervallum belsej�ebe esik
 ekkor�

lim
t��

p�t� �
E�Y �

E�Z�
������

�� p�elda� orvosi rendel�o
 s a rendel�esen bel�ul az aszisztens tev�ekenys�ege

	� �altal�anos��t�as� t�obb�allapot�u fel�uj��t�asi folyamat � Markov regenerat��v folyamat

����� F�el�Markov �Szemi�Markov� folyamat

k

j

i

Z�t�

t
�

�k

�j
�i

�� olyan t�obb�allapot�u fel�uj��t�asi folyamat
 amelyben az egym�ast k�ovet�o �allapotok
�es az �allapotokban elt�olt�ott id�o f�uggenek egym�ast�ol� Az egym�as ut�ani �allapotok
diszkr�et idej�u Markov l�ancot alkotnak �ez nevezik az �allapotv�alt�asok pillanat�aba
be�agyazott Markov l�ancnak�� Az �allapottart�asid�ok �altal�anos eloszl�as�uak�

��



�� minden �allapotv�alt�asi id�opontban teljes�ul a Markov tulajdons�ag

�� egyens�ulyi �allapotval�osz��n�us�eg�

pi �
pai E��i�P

j�S paj E��j�
�����

ahol

� E��i� az i �allapotban az �allapot tart�asidej�enek v�arhat�o �ert�eke

� paj a be�agyazott diszkr�et idej�u Markov l�anc hat�areloszl�asa�

��



�� fejezet

T�OMEGKISZOLG�AL�AS�

ELM�ELETI

ALAPISMERETEK

���� Sorban�all�asi rendszerek jel�ol�ese Kendall�

��
A�B�c�d�e � x

� A� az �erkez�esi id�ok�oz�ok eloszl�as�anak t��pusa�
Lehet�os�egek�

� M � eml�ekezetmentes eloszl�as �folytonos id�oben markovi� exponenci�alis
eloszl�as

� Geom� eml�ekezetmentes eloszl�as �diszkr�et id�oben markovi�
geometriai eloszl�as

� D� determinisztikus eloszl�as

� G� �altal�anos eloszl�as �egyes �f�oleg r�egebbi � irodalmakban egy�uttal
f�uggetlen �es azonos �altal�anos eloszl�as�

� GI� �egyes �ujabb irodalmakban ezt haszn�alj�ak a f�uggetlen� azonos�
�altal�anos eloszl�as jel�ol�es�ere�

� B� a kiszolg�al�asi id�o eloszl�as�anak t��pusa� Lehet�os�egek� ld� A

� c� a kiszolg�al�o egys�egek sz�ama �v�eges vagy v�egtelen is lehet�

� d� a rendszer kapacit�asa
 bele�ertve a kiszolg�al�o egys�eget is

� e� az ig�enyforr�asok sz�ama

�	



� x� a kiszolg�al�as elve

FIFO �FCFS� � First In First Out �First Come First Served�
LIFO �LCLS� � Last In First Out �Last Come First Served�
RO � Random Order
RR � Round Robin
PS � Processor Sharing
Priority

�� p�eld�ak�

� M�M�� � M�M������ � FIFO

� M�M�� � LIFO � M�M������ � LIFO

� M�G������� � M�G������� � FIFO

� G�M����� � G�M������ � FIFO

���� A klasszikus sorban�all�asi rendszer� M�M��

�� speci�alis sz�ulet�esi�hal�aloz�asi folyamat �v�egtelen �allapott�errel�

� �erkez�esi folyamat� Poisson
 � intenzit�assal

� kiszolg�al�asi id�o� exponenci�alis eloszl�as�u
 	 param�eterrel

� kiszolg�al�asi elv� FIFO

�� a r�atam�atrix elemei�

qij �

��������
������	

� j � i! �� i 	 �
	 j � i� �� i 
 �
��� 	 j � i� i 
 �
�� j � i� i � �
� egy�ebk�ent

� i

� �

� �

�

�

i! �i� �

��



�� a hat�areloszl�as l�etezik �a rendszer stabil�
 ha � � � � 	 ��
pk���! pk��	 � pk��! 	�� k 
 �

p�	 � p��

amib�ol

pk �
�

	
pk�� � p�

�
�

	

�k

� �k 	 � �����

�es

p� �
�

�X
k��

�
�

	

�k � �� �

	
�����

�� a kiszolg�al�o foglalts�ag�anak val�osz��n�us�ege � a csatornakihaszn�alts�ag Vezess�uk
be a k�ovetkez�o jel�ol�est� � � ��	 � �
 amib�ol

p� � � � � pk � �� � ���k k 	 � �����

P�a kiszolg�al�o foglalt� �
�X
k��

pk � � � p� � �� �� � �� � � �����

M�asr�eszt� E�Xs� � � p� ! � ��� p�� ahonnan

E�Xs� � � ���	�

�Osszhangban a Little formul�aval
 ha � � � �azaz a rendszer stabil�

E�Xs� �  � x �
�

	
� � �����

mivel  � � � �es  x �
�

	
�

	� A rendszerbeli ig�enyek sz�am�anak v�arhat�o �ert�eke

E�X� �
�X
k��

k pk �
�X
k��

k ��� ���k � ��� � ��
�X
k��

k �k�� �

���� ��
�X
k��

d

d�
�k � ���� ��

d

d�

�X
k��

�k � ��� � ��
�

�� � ��


ahonnan�
E�X� �

�

� � �
�����

��



�� A v�arakoz�o ig�enyek sz�am�anak v�arhat�o �ert�eke

E�Xw� �
�X
k��

�k � �� pk �
�X
k��

k pk �
�X
k��

pk �

�X
k��

k ��� ���k � ��� p�� �
�

�� �
� �

s ebb�ol

E�Xw� �
�


� � �
����

Ny��lv�anval�oan igaz
 hogy
X � Xw !Xs �����

�es ��gy
E�X� � E�Xw� !E�Xs� ������

��gy

E�Xw� � E�X� �E�Xs� �
�

�� �
� � �

�


�� �
������

�� id�ojellemz�ok �T 
 W 
 x�

T � W ! x ������

��gy
 T �  W !  x ������

A Little formul�ab�ol�

 T �
E�X�

�
�

�

	�� � ��
������

 W �
E�Xw�

�
�

�

	�� � ��
����	�

 x �
�

	
������

s teljes�ul a fenti �osszef�ugg�es�

M�ask�ent fel��rva  T �t�

 T �
�

	�� � ��
�

� � � ! �

	�� � ��
�

�

	
!

�

	�� � ��
�

�

	
!

�

	

�

�� �
�

�

	
!

�X
k��

k
�

	
pk

�A kifejez�es interpret�al�asa� a Poisson �erkez�esi folyamat az �erkez�esek pil�
lanat�aban a hat�areloszl�ast l�atja��

�



� �megjegyz�es� val�oj�aban a FIFO elv csak a k�esleltet�esi id�o
eloszl�as�aban j�atszik szerepet s nem a v�arhat�o �ert�ekben��

�� adott sz�amn�al t�obb ig�eny rendszerben tart�ozkod�as�anak val�osz��n�us�ege

P�X 	 k� �
�X
i�k

��� ���i � �� � ���k
�X
j��

�j � �k ������

��� �� p�elda� Adott egy koncentr�ator
 amely termin�alok egy csoportj�at�ol kap
�uzeneteket
 s azokat egy �atviteli �osszek�ottet�esen kereszt�ul tov�abb��tja� Tegy�uk
fel
 hogy az �uzenetek Poisson eloszl�as szerint �erkeznek
 � �uzenet � mil�
lim�asodpercenk�ent
 az �uzenetek kiszolg�al�asi ideje exponenci�alis eloszl�as�u
 ���
millim�asodperc v�arhat�o �ert�ekkel�
Mennyi a rendszerbeli ig�enyek sz�am�anak v�arhat�o �ert�eke'

� �
�

�
� �

�

�

E�X� �
�

� � �
� �

Mennyi az ig�enyek rendszerben elt�olt�ott v�arhat�o ideje'

E�T � �
E�X�

�
�

�

���
� ��msec

Az �erkez�esi r�ata mekkora n�ovekm�enye dupl�azn�a meg a az ut�obbi k�esleltet�esi
id�ot'

E�T �� � �� �
E�x�

�� ��
�

�

�� ��

�� � �� �


� ��

ahonnan�

�� � ��	 �
�

 �
�

�

��

ami mind�ossze ��(�os �erkez�esi r�ata n�oveked�est jelent�

��



��� �� p�elda� Egy nagy processzor az ig�enyeketK	 r�at�aval szolg�alja ki� Tegy�uk fel

hogy a ig�enyek �erkez�esi folyamata Poisson
 K� param�eterrel
 �es hogy az ig�enyek
kiszolg�al�asi ideje exponenci�alis eloszl�as�u� Legyen feladatunk
 hogy elker�ulj�uk
a nagy processzor alkalmaz�as�at
 s vizsg�aljuk meg
 hogy mi a k�ovetkezm�enye

ha azt K darab kisebbre cser�elj�uk �ugy
 hogy mindegyik kisebb processzor 	
param�eter�u kiszolg�al�ast v�egez
 s az ig�enyeket � param�eter szerinti Poisson folya�
matb�ol kapja �ld� Poisson folyamatok dekompoz��ci�oja�� Hasonl��tsuk �ossze a
k�etf�ele megold�ast#
Nagy processzoros kiszolg�al�as�

� �
K�

K	
�
�

	

E�T � �
E�x�

� � �
�

�

K	�� � ��

K darab kis processzoros kiszolg�al�asi eset�

� �
�

	

processzoronk�ent
 �es

E�T �� �
E�x�

� � �
�

�

	�� � ��
� KE�T �

azaz a rendszerben elt�olt�ott id�o K�szorosra n�o�

���� Az M�M�m rendszer

�� speci�alis sz�ulet�esi�hal�aloz�asi folyamat �v�egtelen �allapott�errel�

� �erkez�esi folyamat� Poisson
 � intenzit�assal

� kiszolg�al�asi id�o� exponenci�alis eloszl�as�u

kiszolg�al�o egys�egenk�ent 	 param�eterrel

� kiszolg�al�asi elv� FIFO

�� a r�atam�atrix elemei�

qij �

����������
��������	

� j � i! �� i 	 �
i	 j � i� �� � � i � m
m	 j � i� �� i 
 m
��� i	 j � i� � � i � m
���m	 j � i� i 	 m
� egy�ebk�ent

	�



m�

��

m�� �m � ���

��

m� � m m! ��

�� a hat�areloszl�as� l�etezik �a rendszer stabil�
 ha � � � � m	 ��
pk��� ! pk���k ! ��	 � pk��! k	�� � � k � m

pk���! pk��m	 � pk�� !m	�� k 	 m

p�	 � p��

amib�ol

pk �
�

k	
pk�� �

�
�

	

�k
�

k#
p� k � �� �� � � � �m �����

valamint

pk �
�

m	
pk�� k � m! ��m! �� � � � ������

s ��gy

pm�i �

�
�

m	

�i

pm i 	 � ������

A fenti �osszef�ugg�esek egy�uttes fel��r�as�ab�ol pedig

pj �

������
����	

�
�

	

�j
�

j#
p� j � �� �� � � � �m�

�

	

�j
�

m#

�

mj�m
p� j 
 m

������

Kifejezve p���at�

p� �
�

� !
mX
j��

�
�

	

�j
�

j#
!

�X
j�m��

�
�

	

�j
�

m#

�

mj�m

������

amelyb�ol a nevez�o m�asodik tagja a k�ovetkez�o alakban ��rhat�o�

mm

m#

�X
j�m

�
�

m	

�j

�

�
�

m	

�m

�
� � �

m	

� mm

m#
������
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�� k�esleltet�esi id�ok�

 T �  x!  W �
�

	
!

�X
k�m

E$W j k% p�a	k ������

ahol k a rendszerben tart�ozkod�o ig�enyek sz�ama egy �uj �erkez�est megel�oz�oen

�es p

�a	
k a sorhossz eloszl�asa az �erkez�esek el�otti id�opillanatokban� K�onnyen

bel�athat�o
 hogy�

E$T % �
�

	
!

�X
k�m

k �m! �

m	
pk ����	�

amelyb�ol�

 T �
�

	
!

�X
k�m

k �m! �

m	
pm

�
�

m	

�k�m

�
�

	
!

pm
m	

�X
k�m

�k �m! ��

�
�

m	

�k�m

������
mivel az �erkez�esi folyamat Poisson
 s ebb�ol

 T �
�

	
!

pm
m	

�X
i��

i

�
�

m	

�i��

�
�

	
!

m	pm
�m	� ��


������

illetve a Little formula alkalmaz�as�aval�

E�X� � �  T �
�

	
!

m�	pm
�m	� ��


�����

	� a modell alkalmaz�asa a t�avbesz�el�otechnik�aban

� v�arakoz�asos rendszerek� �pl� mobil�

� a foglalts�ag val�osz��n�us�ege

Pfv�arakoz�asg �
�X

k�m

pk �
�X

k�m

p�

�
�
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m#

mm

mk
�
mm

m#
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�X
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�
�

m	

�k

� p�
mm

m#

�
�

m	

�m

�� �

m	

� p�
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m#
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m#
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�m
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�� �
m��X
k��

�
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�k
�

k#
!

�

m#

�
�

	

�m
�

�� �

ahol � �
�

m	
�

Ezen k�eplet az ErlangC formula n�even ismert
 ahol param�eterei� m �es
��	
 s amelyekkel a jel�ol�es C�m���	��
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�� �� p�elda� Egy v�allalat k�et telephely�et n�egy mag�anvonallal k�oti �ossze� Tegy�uk
fel
 hogy k�etpercenk�ent egy ig�eny �erkezik Poisson folyamat szerint
 s egy�egy
exponenci�alis tart�asidej�u besz�elget�es �atlagosan n�egy perces� Ha minden vonal
foglalt
 a h��v�as addig v�ar
 amig egy vonal fel nem szabadul� Hat�arozza meg
annak val�osz��n�us�eg�et
 hogy egy ig�enynek v�arnia kell#

� � ���� ��	 � �� a � ��	 � �� � � a�m � ��� � ��	

Ez�ert�

p� �
�

� ! � ! �
�� ! ���� ! ���������� � ��	�
� ����

ahonnan

C��� �� �
���#

� � ��	

�

��
� ���� � ����

�� �� p�elda� Hasonl��tsuk �ossze az M�M�� �es az M�M�� rendszer jellemz�oit
 ha
� � ��� mindk�et rendszerre
 m��g 	� � � �es 	
 � ����
Az M�M�� rendszerre�

� �
�

	�
�

���

�
� ��	

E�W � �
��	

� � �
� �sec

E�T � �
��	

� � �
� �sec

Az M�M�� rendszerre�

a �
�

	

�

���

���
� �� � � a�m � ��� � ��	

p� �
�

� ! � ! a�


���	�

� ���

amib�ol

C��� �� �
a
��

�� ��	
p� � ���

E�W �� �
��	

� � �

C��� �� � ���

E�T � � ��� ! ��	
 � ��sec

azaz azM�M�� rendszerben kisebb az elt�olt�ott �osszid�o
 de nagyobb a v�arakoz�asi
id�o�

	�



��	� Az M�M�� rendszer

�� az M�M�m rendszer speci�alis esete�
�i � � i 	 �
	i � i	 i 	 �

������

amib�ol

pk � p�

�
�

	

�k
�

k#
k 	 � ������

s ��gy
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� !
�X
k��
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k#
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�

�X
k��
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k#

� e��
� ������

valamint � � �� 	 �� eset�en stabil Markov l�anchoz jutva�

pk �
���	�k

k#
e��
� k 	 � ������

Poisson eloszl�ashoz jutunk
 amelyre

E$X% �  �  T � �
�

	
�
�

	
������

��
� Az M�M�m�m rendszer

�� az M�M�m rendszer speci�alis esete�
�i � � � � i � m
	i � i	 � � i � m

������

�� a hat�areloszl�as

pk � p�

�
�

	

�k
�

k#
k � �� �� � � � �m ����	�

ahol

p� �
�

mX
k��

�
�

	

�k
�

k#

������

Az M�M�m�m rendszer stabil �pk 
 � �k�ra�
 ha teljes�ul
 hogy � � �� 	 ��
azaz
 ha mint az �erkez�esi id�ok�oz�ok mind a kiszolg�al�asi id�ok v�arhat�o �ert�eke ��n�al
nagyobb
 de v�eges�

	�



�� az �atlagos �erkez�esi intenzit�as

 � �
m��X
k��

�kpk � ��� � pm� ������

�� a rendszerbeli ig�enyek v�arhat�o sz�ama

E$X% �
�

	
�� � pm� �����

ami a Little formul�aval is �osszevethet�o�

	� t�avk�ozl�esi alkalmaz�assal � vesztes�eges rendszer

Pfvesztes�egg � p�a	m � pm �

�
�

	

�m
�

m#
mX
k��

�
�

	

�k
�

k#

� B�m���	� ������

ami �osszef�ugg�es az Erlang B formula n�even ismert�

�� 	� p�elda� Egy v�allalat k�et telephely�et n�egy mag�anvonallal k�oti �ossze� Tegy�uk fel

hogy k�etpercenk�ent egy ig�eny �erkezik Poisson folyamat szerint
 s egy�egy expo�
nenci�alis tart�asidej�u besz�elget�es �atlagosan n�egy perces� Ha minden vonal foglalt

a h��v�as elveszik� Hat�arozza meg annak val�osz��n�us�eg�et
 hogy egy ig�eny elveszik#
Hasonl��tsa �ossze az ig�enyveszt�es val�osz��n�us�eg�et �es a v�arakoz�as val�osz��n�us�eg�et a
�� p�eld�aban# Magyar�azza meg a k�ul�onbs�eget#

pv � B��� �� �
�����

� ! � ! �
�� ! ���� ! �����
�

���

	 ! ��� ! ���
� ���� � ����	

����	 � ����
 mivel ekkor az elvesz�o ig�enyek nem �terhelik� a rendszert
 azaz�
B��� �� � C��� �� teljes�ul�

���� M�M����N rendszer

�� a r�atam�atrix elemei
�i � �N � i�� � � i � N

	i � 	 i 	 �

		



�� az �atlagos �erkez�esi intenzit�as

 � �
NX
i��

�ipi �
N��X
i��

�N � i� � pi ������

�� a Markov l�anc mindig stabil
 �es pk 
 �� �� � k � N 
 ha mind az �erkez�esi
id�ok�oz�ok mind a kiszolg�al�asi id�ok v�arhat�o �ert�eke ��n�al nagyobb
 de v�eges�

�� a hat�areloszl�as

pk � p�

�
�

	

�k

$N�N � �� � � � �N � k ! ��% � p�

�
�

	

�k
N #

�N � k�#
k � �� �� � � � � N

������
ahol

p� �
�

� !
NX
j��

�
�

	

�j
N #

�N � j�#

������

	� a csatornakihaszn�alts�ag� � � � � p�

�� Mivel a Little formula alkalmaz�as�aval�

E�Xs� � � �  �E�x� �  ��	

ahonnan az �atlagos �erkez�esi intenzit�as kifejezhet�o�

 � �
�

E�x�
� 	� � 	��� p�� ������

�� Az �atlagos �erkez�esi intenzit�as m�ask�eppen is levezethet�o
 ugyanis egy ig�enyfor�
r�asra igaz
 hogy �atlagosan ���� !E�T ���� id�oegys�egenk�ent gener�al egy ig�enyt

ahonnan a K ig�enyforr�asra�

 � �
K

��� !E�T �

ahonnan�

E�T � �
K
 �
� �

�
������

s ebb�ol a Little formula alkalmaz�as�aval�

E�X� �  �E�T � � K �
 �

�
����	�

illetve E�T ��b�ol E�W � � E�T �� �

	
�

	�



� V�eg�ul megadhat�o egy forr�as foglalts�ag�anak val�osz��n�us�ege is�

P�a forr�as foglalt� �
E�T �

��� !E�T �

�� �� p�elda� Tegy�uk fel
 hogy egy sz�am��t�og�ephez K termin�al juttat ig�enyeket�
Minden termin�al � param�eter�u exponenci�alis gondolkod�asi id�ovel �all��tja el�o a
tranzakci�oit
 s azok a sz�am��t�og�ept�ol 	 param�eter�u exponenci�alis kiszolg�al�asi id�ot
ig�enyelnek� �atvitel�nek �throughput� nevezz�uk az ig�enyek kiszolg�al�as befejez�esi
r�at�aj�at
 s a rendszer v�alaszidej�enek az ig�enyek rendszerben elt�olt�ott �osszidej�et�
Adjuk meg az �atvitel �es a v�alaszid�o �ert�ek�et k�et extr�em esetben
 amikor K kicsi
�es amikor K nagy#

� K kicsi �pontosabban �K � 	
 azaz nincs �sok� v�arakoz�as��

E�T � �
�

	

 � �
K

��� !E�T �
�

K

��� ! ��	

� K nagy� �pontosabban �K � 	
 azaz �szinte mindig� van ig�eny a rend�
szerben�

 � � 	

E�T � �
K

	
� �

�

� A f�uggv�enyek �abr�azol�asa

���� M�M�m�K�N rendszer

�� a r�atam�atrix elemei

qij �

�������������
�����������	

�N � i�� j � i! �� � � i � N
i	 j � i� �� � � i � m
m	 j � i� �� m � i � K
��N � i��� i	 j � i� � � i � m
��N � i���m	 j � i� m � i � K
�m	 j � i � K�
� egy�ebk�ent

�� gra�kus �abr�azol�as

�� a Markov l�anc mindig stabil
 �es pk 
 �� �� � k � N 
 ha mint az �erkez�esi
id�ok�oz�ok mind a kiszolg�al�asi id�ok v�arhat�o �ert�eke ��n�al nagyobb
 de v�eges�

	�



���� �Altal�anos folytonos idej�u Markov l�ancok

�� a sz�ulet�esi�hal�aloz�asi folyamatok korl�atai

� exponenci�alis �erkez�esi id�ok�oz

� exponenci�alis kiszolg�al�asi id�o

� csoportos �erkez�es
 csoportos kiszolg�al�as

i i! � i! �i� � i� �

csoportos �erkez�es

csoportos kiszolg�al�as

� egyetlen kiszolg�al�asi egys�eg �csom�opont�
 �lehet� hogy t�obb kiszolg�al�o�

�� l�epcs�os kiszolg�al�as vagy �erkez�es En n�edrend�u Erlang eloszl�as

� egy kiszolg�al�asi fokozat idej�enek s�ur�us�egf�uggv�enye �n	 param�eter�u exp��

f�i�t� � n	e�n�t ������

� egy kiszolg�al�asi fokozat idej�enek statisztikai jellemz�oi

E��i� �
�

n	
������

�

i � E��
i �� �E��i��


 �
�

�n	�

�����

C

i

	
�

�

i

E��i�

 � � ������

ahol E��i� jel�oli �i v�arhat�o �ert�ek�et
 �

i a sz�or�as�at
 m��g Ci a relat��v sz�or�ast

�coe�cient of variation�

� Legyen

� �
nX
i��

�i ���	��

	�	� 	
 	� 	n	n��

	



� a rendszer ered�o kiszolg�al�asi idej�enek statisztikai jellemz�oi

f �n	� �t� �
n	�n	t�n��

�n� ��#
e�n�t ���	��

E��� � nE��i� � n
�

n	
�

�

	
���	��

�
 � n�

i �

�

n	

���	��

C

�

	
�

�


E���

�

�

n
� � ���	��

� a hat�as gra�kus demonstr�aci�oja

�� p�arhuzamos kiszolg�al�as vagy �erkez�es Hn n�edrend�u hiperexponenci�alis eloszl�as

� n p�arhuzamos kiszolg�al�o egys�egre �i� i � �� � � � � n kiszolg�al�asi val�oszi�
n�us�eggel az ered�o kiszolg�al�asi id�o s�ur�us�egf�uggv�enye

f��t� �
nX
i��

�i 	i e
��it ���		�

ahol
nX
i��

�i � � ���	��
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	�
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��

�n

� ered�o kiszolg�al�asi id�o statisztikai jellemz�ok

E�� �
nX
i��

�i
	i

���	��
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E�
� � �
nX
i��

�i
	
i

���	�

C

� �

�
nX
i��

�i
	
i

�
nX
i��

�i
	i

�

� � ���	��

Megmutathat�o �Cauchy�Schwarz�Bunyakovszkij�
 hogy ekkor ���

� p�elda� k�et p�arhuzamos kiszolg�al�o egys�eg

f��t� � �	�e
���t ! �� � ��	
e

���t ������

E�� �
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�� Phase�type eloszl�asok�
Markov l�anc nyel�o �allapot�aba jut�as ideje�

� � � N N��

nyel�o �allapot

� PH eloszl�asok megad�asa� ���B�
ahol � az �� � � � � N �allapotok kezdeti val�osz��n�us�ege

�es B az �N !��N !�� m�eret�u Q m�atrix bal fels�o N �N m�eret�u darabja�

� Eloszl�as f�uggv�eny�

FPH�t� � Pr�T � t� � Pr�X�t� � N ! �� � �� Pr�X�t� �� N ! ��

� ��
NX
i��

Pr�X�t� � i� � � � � eBt h

��



� Tulajdons�agok�
����� intervallumon folytonos
 exponenci�alis )farok eloszl�as�
 a relat��v
sz�or�as alulr�ol korl�atos
 a minim�alis relat��v sz�or�ast az Erlang eloszl�as adja�

Alkamaz�as�

� ��altal�anos eloszl�asok k�ozel�
t�ese�

� �markovi appar�atus �kiterjeszt�ese	�

� �probl�ema� �allapott�er robban�as�

	� �altal�anos Markov l�ancokkal le��rhat�o rendszerek

�� �� p�elda� Tekints�unk egy sz�am��t�og�epet
 amelybe a job�ok � param�eter�u expo�
nenci�alis eloszl�as�u �erkez�esi id�ok�oz�okkel �erkeznek� Minden job k�et exponenci�alis
eloszl�as�u id�oszakasz�u kiszolg�al�ast ig�enyel
 az els�o l�ep�esben 	�
 majd a m�asodik
l�ep�esben 	
 param�eterrel� N�egy k�ul�onb�oz�o esetet vizsg�alunk�

�a� egyetlen processzor van�

i� nincs pu�er a rendszerben


ii� v�egtelen hossz�us�ag�u pu�er van�

�b� k�et processzor van
 k�ul�on�k�ul�on a k�et l�ep�eshez rendelve�

i� nincs pu�er a rendszerben


ii� mindk�et processzornak v�egtelen hossz�us�ag�u pu�ere van


Feladatok�

�a� Hat�arozza a rendszer kihaszn�alts�ag�at ���#

Esetek� ���a�i�
 ���a�ii��

�b� Adja meg mindk�et processzor foglalts�ag�anak val�osz��n�us�eg�et#

Esetek� ���b�i�
 ���b�ii��

�c� Adja meg a rendszerben elt�olt�ott �osszid�o v�arhat�o �ert�ek�et �es az els�o pro�
cesszor el�otti sor hossz�at#

Esetek� ���a�ii�
 ���b�ii��

�d� Mi az a maxim�alis �erkez�esi intenzit�as
 amellyel a job�ok �erkezhetnek
 ha
legal�abb a job�ok �����at ki akarjuk szolg�alni
 �es ��	� � 	 sec
 ��	
 �
�� sec�

Esetek� ���a�i��

��



�e� Adja meg ��� �es �E�T �� �ert�ek�et akkor
 ha a ��d szerinti maxim�alis �
�ert�ekkel �erkeznek az ig�enyek#

Esetek� ���a�ii��

Megold�asok I��

��a����a�i�� Rajzoljuk fel a rendszer h�arom�allapot�u �allapotgr�afj�at# A k�ovetkez�o
�osszef�ugg�eseket ��rhatjuk fel�

�p� � 	
p
 ������

	�p� � �p� ����	�

	�p� � 	
p
 ������

Mivel p� ! p� ! p
 � �
 ez�ert a h�arom egyenlet valamelyik�et az ut�obbira
cser�elve�

� � � � p� � � � �

� ! �
��

! �
��

��b����b�i��

P�mindk�et processzor foglalt� � p� �
�
	�

�
	� ! �	� ! 	
���	� ! �	
 ! 	�	
�
�

��d����a�i��
P�vesztes�eg� � P�a processzor foglalt� � �

� � �� p� � �� �

� !
�

	�
!

�

	


�
�

�

amib�ol

� �
�

	�
��sec�

���� M�G�� rendszer

Az M�G�� rendszer bevezet�ese

� elker�ulhet�o�e az �allapott�er robban�as

� az �altal�anos kiszolg�al�asi id�o eloszl�as probl�em�aja

� az X�t� rendszerbeli ig�enyek sz�ama nem eml�ekezetmentes

� azaz azt is kellene tudni
 hogy mennyi id�o van m�eg h�atra az adott ig�eny
kiszolg�al�as�ab�ol

��



������ H�atral�ev
o m
uk�od�esi id
o �residual time�

�� paradoxon� exponenci�alis �erkez�esi id�ok�oz�ok � v�eletlen �erkez�es � k�ovetkez�o
�erkez�esig h�atral�ev�o id�o eloszl�asa
 momentumok

�� jel�ol�esek�

� �� egy �id�otartam jelleg�u� v�eletlen v�altoz�o

� �� a h�atral�ev�o id�o
 ha v�eletlen id�opontban a � intervallum belsej�eben kezdi
el valaki n�ezni a rendszert

�� eredm�eny� az �altal�anos momentum �ert�ek�ere

E��n� �
E��n���

�n! ��E���

� h�atral�ev�o id�o v�arhat�o �ert�ek�

E��� �
E��
�

�E���
�

�E����
 ! �


�E���
� E���

� ! C

�

�

� p�elda
 determinisztikus eloszl�as� E��� � m
 E��
� � m

 C

� � �

E��� �
m


�m
� m��

� p�elda
 exponenci�alis eloszl�as� E��� � m
 E��
� � �m

 C

� � �

E��� �
�m


�m
� m

�� M�G�� rendszer� v�arhat�o v�arakoz�asi id�o �E�W ��
Legyen� x v�v� az ig�eny kiszolg�al�asi ideje
 � � v�v� egy ig�eny �erkez�esekor a
kiszolg�al�as alatti ig�eny h�atral�ev�o kiszolg�al�asi ideje� Ekkor

E�W � � E���� !E�Xw�E�x�

mivel a WALD egyenl�os�egb�ol� ha xi
 azonos eloszl�as�u v�v�
  v�v�

E�
P�

i�� xi� � E��E�x�

	� a Little formul�ab�ol� E�Xw� � �E�W �
 ez�ert

E�W � � E���� ! �E�W �E�x� � E���� ! �E�W �

��



�� Mivel E���� � � P�X�t� � �� !E���P�X�t� 
 ���

E���� �
E�x
�

�E�x�
�E�x� �

�E�x
�

�

amely kifejez�esekb�ol�

E�W � �
E����

�� �
�

�E�x
�

��� � ��
� ��E�x��


� ! C

x

���� ��

azaz

E�W � � �E�x�
� ! C


x

��� � ��
�

�

�� �
E�x�

� ! C

x

�
������

Pollaczek�Hincsin v�arhat�o�ert�ek formula

�� a v�arhat�o rendszerid�o� E�T �

E�T � � E�x� !E�W � � E�x� !
�

� � �
E�x�

� ! C

x

�
�����

� p�eld�ak�

� M�D�� rendszer� E�x� � m
 E�x
� � m

 C

x � �

E�W � �
�

���� ��
E�x�

� M�M�� rendszer� E�x� � m
 E�x
� � �m

 C

x � �

E�W � �
�

�� �
E�x�

������ M�G�� rendszerbeli ig�enyek sz�am�anak v�arhat�o �ert�eke

�� k�etdimenzi�os folyamat
 egyik dimenzi�o folytonos �allapotter�u

X�t�
	
� a rendszerbeli ig�enyek sz�ama a t id�opontban

Z�t�
	
� a h�atral�ev�o munka a t id�opontban

�� probl�ema felold�asa� vegy�unk speci�alis id�opontokat
�pl� kiszolg�al�as kezdete vagy v�ege�
Konkr�etan az ig�enyek t�avoz�asi idopontj�aban n�ezz�uk a rendszert
� �be�agyazott Markov l�anc�

��



�� jel�ol�esek�

Xn
	
� h�atrahagyott ig�enyek sz�ama az n� ig�eny t�avoz�asakor

Yn
	
� az �erkez�o ig�enyek sz�ama az n� ig�eny kiszolg�al�asa alatt

X�t	
exp exp expexp expexp

t

gengengen

X� � �

Y� � � Y
 � � Y� � �

X� � �X
 � �

�� evol�uci�os egyenlet�
Xn�� � �Xn � ���Yn��

vagy m�ask�eppen

Xn�� �

�
Xn ! Yn�� � � ha Xn 
 �
Yn�� ha Xn � �

������

Xn�� � Xn ! Yn�� � ��Xn� ������

ahol

��X� �

�
� �ures rendszer
� nem �ures rendszer

������

s amelyb�ol j�ol l�atszik
 hogy az fXn� n � �� �� � � �g sorozat kiel�eg��ti a Markov
tulajdons�agot�

�	



	� a sorhossz v�arhat�o �ert�eke

E�Xn��� � E�Xn� !E�Yn����E���Xn�� ������

amennyiben a hat�ar�ert�ekek l�eteznek�

lim
n��

E�Xn� � lim
n��

E�Xn��� � E�X� ������

tov�abb�a E�Yn�� E�Y � �es E���Xn��� E���X��� �Igy

E�X� � E�X� !E�Y ��E���X�� ������

ahonnan
E�Y � � E���X�� � � ����	�

mivel a rendszer foglalts�ag�anak indik�atora�

E���X�� � �P�X � �� ! �P�X 
 �� � P�kiszolg�al�o foglalt� � � ������

N�egyzetre emelve a ���� kifejez�es mindk�et oldal�at�

X

n�� � X


n ! Y 

n�� ! ��Xn� ! �XnYn�� � �Xn��Xn�� �Yn����Xn� ������

majd k�epezve a v�arhat�o �ert�ekeket

E
�
X


n��

�
� E�X


n� !E
�
Y 

n��

�
!E���Xn�� !

�E�Xn�E�Yn���� �E�Xn�� �E�Yn���E���Xn��

s v�eg�ul az n�� hat�ar�ert�ekeket k�epezve�

� � E�Y 
� !E�Y � ! �E�X�E�Y �� �E�X�� ��E�Y ��
 �����

��� �E�Y ��E�X� � E�Y 
� !E�Y �� ��E�Y ��
 ������

E�X� � E�Y � !
E�Y 
��E�Y �

� �� �E�Y ��
�����

Tudjuk
 hogy E�Y � � � � �E�x�� V�eg�ul�

E�Y 
� �
�X
k��

k
P�Y � k� �
�X
k��

k

Z �

�

��x�k

k#
e��x b�x� dx

�
Z �

�

�X
k��

k

��x�k

k#
e��x b�x�dx

�
Z �

�

�X
k��

�k �k � �� ! k�
��x�k

k#
e��x b�x�dx

�
Z �

�

�
�
x
 ! �x

�
b�x� dx � �
E�x
� ! �E�x� �����

��



E�X� � � !
�
E�x
�

���� ��
�����

s �gyelembe v�eve
 hogy

C

x �

E�x
� � �E�x��


�E�x��

�����

a k�ovetkez�o eredm�enyt nyerj�uk�

E�X� � �! �

�� ! C
�

��� � ��
�����

amely ugyancsak Pollaczek�Hincsin�f�ele v�arhat�o�ert�ek formula n�even ismert�

�� az id�oparam�eterek�

 T �
E�X�

E���
�
E�X�

�
� E�x� ! �E�x�

� ! C


��� � ��
���	�

amely eredm�eny �osszevethet�o az el�oz�o alfejezet megfelel�o v�egeredm�eny�evel�

�� Alkalmazva az M�M�� rendszerre� C
 � �

E�X� � �!
�


�� �
�

�

�� �
�����

� Alkalmazva az M�D�� rendszerre� C
 � �

E�X� � �!
�


��� � ��
�

�

� � �
� �


��� � ��
�����

�� �� p�elda� Megold�asok II��

��a����a�ii�� Az M�G���es rendszerekre vonatkoz�o eredm�enyb�ol�

� � �E�x� � ��
�

	�
!

�

	

�

��c����a�ii�� Az M�G�� sorra vonatkoz�o eredm�enyekb�ol�

E�T � � E�x� !
�E�x��� ! C


b �

��� � ��
� E�X� � �E�T ��

ahol

E�x� �
�

	�
!

�

	

�es C


b �
�

b

�E�x��

�

�
��
�

! �
��
�

�E�x��

�

��



��e����a�i��

E�x� �
�

	�
!

�

	

� �	 sec

� � �E�x� � ��
�

	�
!

�

	

� �

�

	�
��� ! 	� �

�

�
�

C

b �

�

b

�E�x��

�

�
��
�

! �
��
�

�E�x��

� ��	���	 � ����	�

E�T � � E�x� !
�E�x��� ! C


b �

��� � ��
� �� sec �

������ M�G�� rendszerbeli ig�enyek sz�am�anak hat�areloszl�asa

�� evol�uci�os egyenlet a kor�abbiaknak megfelel�oen�

Xn�� � Xn ! Yn�� � ��Xn� ����

�� az �atmenetval�osz��n�us�egeket kifejezve az evol�uci�os egyenletb�ol�

P�Xn�� � j j Xn � i� � P�Yn�� � ��Xn� � j � i� �����

J�ol l�athat�o
 hogy ekkor az fXn� n � �� �� � � �g diszkr�et idej�u Markov l�ancot alkot

ami m�ask�eppen ��rva�

P�Xn�� � j j Xn � i� �

�
P�Yn�� � � � j � i� ha i 
 �
P�Yn�� � j � i� ha i � �

������

A teljes val�osz��n�us�eg t�etel alkalmaz�as�aval�

P�Yn � k� �
Z �

�
P�Yn � k j xn � x� b�x� dx ������

s �gyelembe v�eve
 hogy az �erkez�esi folyamat Poisson

P�Yn � k� �
Z �

�

��x�k

k#
e��x bn�x� dx

	
� yk ������

M�atrixos alakban fel��rva az �atmenetval�osz��n�us�egeket

� �

�
��������

y� y� y
 y� � � � pk � � �
y� y� y
 y� � � � yk � � �
� y� y� y
 � � � yk�� � � �
� � c� y� � � � yk�
 � � �
���

���
���

���
���

���
���

�
��������

������

�



�� az egyens�ulyi egyenletek�

p� � p�p�� ! p�p�� � �p� ! p��y�

pk � p�p�k !
k��X
i��

pipi�k � p�yk !
k��X
i��

piyk���i

Bevezetve az al�abbi z�transzform�altakat�

P �z� �
�X
k��

pkz
k� Y �z� �

�X
k��

ykz
k ������

beszorozva minden sort zk�val
 s elv�egezve ezen kifejez�esek �osszegz�es�et�

P �z� �
�X
k��

pkz
k �

�X
k��

p�ykz
k!p�y�!

�X
k��

k��X
i��

piyk���iz
k �

�X
k��

p�ykz
k!

�X
k��

k��X
i��

piyk���iz
k �

p�Y �z�!
�X
i��

pi
�X

k�i��

yk���iz
k � p�Y �z�!z��

�X
i��

pi
�X
l��

ylz
l � p�Y �z�!z���P �z��p��Y �z�

ahonnan

zP �z�� Y �z�P �z� � p�Y �z��z � ��

�es

P �z� �
p�Y �z���� z�

Y �z�� z
����	�

Innen
 �gyelembe v�eve hogy limz�� P �z� � �
 a L*Hospital szab�aly alka�
lmaz�as�aval�

� � p�
�Y �z� ! �� � z�Y ��z�

Y ��z�� �
jz��

ahonnan

p� � � � Y ��z� � �� � ������

s ��gy

P �z� �
�� � ��Y �z���� z�

Y �z�� z
������

�� Y �z� meghat�aroz�asa a kiszolg�al�asi id�o eloszl�asa �b�t�� alapj�an�

Y �z� �
�X
k��

ykz
k �

�X
k��

ykz
k �

�X
k��

Z �

t��
P�Y � k j x � t�b�t�dtzk �

��



�X
k��

Z �

t��

��t�k

k#
e��tb�t�dtzk �

Z �

t��
e�����z	tb�t�dt � b����� � z��

ahonnan
Y �z� � b����� � z�� �����

�es

P �z� �
�� � ��B����� � z���� � z�

B����� � z��� z
������

amely Pollaczek�Hincsin�f�ele transzform�alt formula n�even ismert�

	� P�elda� M�M�� sor

b�x� � 	e��x� b��s� �
	

s! 	
� b������ z� �

	

�� �z ! 	

P �z� �
��� ��	�� � z�

	� �z ! �z
 � 	z
�

�� � ��	�� � z�

�	 � �z��� � z�
�

�� �

� � �z
�������

s ahonnan� pk � ��� ���k

����	� Kitekint�es

�� a sz�ulet�esi�hal�aloz�asi folyamatok korl�atainak felold�asa

� l�epcs�os �erkez�es
 kiszolg�al�as
 Phase�type
 M�G��

� csoportos �erkez�es
 kiszolg�al�as ��altal�anos Markov�foly��

� nem exponenci�alis �erkez�esi id�ok�oz
 kiszolg�al�as �G�M��
 G�G���

� �csoportos� Markovi �erkez�esi folyamat �BMAP�

� m�atrix geometrikus megold�as

�� t�obb kiszolg�al�asi egys�eg �sorban�all�asi h�al�ozat�

� Burke t�etel

� reverzibilit�as

� nyilt �es z�art sorban�all�asi h�al�ozat

� szorzat alak�u megold�as

� mean value analysis
 decomposition

��



�� �uj kih��v�asok� p�eld�ak

� t�obbf�ele forgalom kever�eke �B�ISDN�

� hossz�u idej�u f�ugg�os�eg

� �onhasonl�os�ag

�� �uj v�alaszok�

� folyad�ekmodellek

� frakt�al
 k�aosz modellek

��



��



	� fejezet

H�al�ozatok forgalmi modellez�ese

	��� Vesztes�egmentes h�al�ozatok forgalmi elemz�ese

	����� Burke t�etel �es k�ovetkezm�enyei

�� Burke t�etel� az M�M�m sor kimeneti folyamata is Poisson�

� Az M�M�� sorra megmutatva�

D��s� � ��� p
�d	
� �

	

s! 	
! p

�d	
�

	

s! 	

�

s! �
�����

ahol d�t��D��t� rendre a t�avoz�asi id�ok�oz�ok eloszl�as�anak s�ur�us�egf�uggv�enye
�es annak Laplace transzform�altja�

D��s� �
�

s! �
�����

�es
d�t� � � e��t� �����

azaz a t�avoz�asi id�ok�oz�ok is exponenci�alis eloszl�as�uak � param�eterrel�

� K�ovetkezm�eny� k�et sorbakapcsolt M�M���es kiszolg�al�ora legyenek az
�allapotok a k�ovetkez�ok�eppen jelezve� �k�� k
�� Ekkor felt�eve
 hogy

�

	�
� �

�

	

� � �����

teljes�ul
 azaz a rendszer stabil
 ha�

� � min�	�� 	
�� ���	�

��



� Az �allapotegyenletrendszer�

��������
������	

�p��� � 	
p���
��! 	
�p��k� � 	�p��k��� ! 	
p��k��� k
 	 �
��! 	��pk� �� � �pk����� ! 	
pk��� k� 	 �
��! 	� ! 	
�pk��k� � �pk����k� ! 	�pk����k���!

!	
pk��k��� k�� k
 	 �

�����

ahonnan levezethet�o�

pk��k� �

�
� � �

	�

��
�

	�

�k� �
� � �

	


��
�

	


�k�

�����

�es ��gy�

pk��k� � pk�pk� ����

�� Aciklikus h�al�ozatok�

� sorbakapcsolt �tandem� h�al�ozatok �altal�anos��t�asa

� Poisson folyamatok �osszegz�es�en �es v�eletlen sz�etv�alaszt�as�an alapul�o
eredm�enyek felhaszn�al�as�aval

� szorzat alak�u eredm�enyek�

pk� �k��


�kN �
NY
i��

pki

	����� Ny��lt �Jackson t��pus�u� sorban�all�asi h�al�ozatok

�� Jellemz�ok��

� a h�al�ozat N csom�opontot tartalmaz

� az i� csom�opontban mi kiszolg�al�o egys�eg m�uk�odik

� a kiszolg�al�o egys�egek kiszolg�al�asi ideje az i� csom�opontban
 exponenci�alis
eloszl�as�u
 	i param�eterrel


� az i� csom�opontba k��v�ulr�ol �erkez�o ig�enyek �erkez�esi folyamata �i param�eter�u
Poisson folyamat

�Jackson� J�R�	Jobshop
like Queueing Systems�� Management Science ��� � ������ ���
����

��



� az i� csom�opontban befejezett kiszolg�al�as ut�an az ig�eny a j� csom�opontba
l�ep �at ri�j� i� j � �� �� � � � � N val�oszin�us�eggel
 m��g a rendszerb�ol val�o
elt�avoz�as val�oszin�us�ege�

��
NX
k��

ri�k i� j � �� �� � � � � N �����

� mivel a h�al�ozat nem aciklikus
 az egyes csom�opontok ered�o �erkez�esi folya�
mata nem Poisson
 ugyanakkor az i� csom�opontra kifejezhet�o az �atlagos
ered�o �erkez�esi intenzit�as�

�i � �i !
NX
j��

�j rj�i i � �� �� � � � � N ������

�� A stabilit�as felt�etele�

�i � mi	i i � �� �� � � � � N ������

�� Az �allapotok �ertelmez�ese�

N � �k�� k
� � � � � kN �� ������

�� amely jel�ol�esekkel a jellegzetes �allapotok�

N � �k�� � � � � ki� � � � � kj � � � � � kN �
N i�� � �k�� � � � � ki ! �� � � � � kj� � � � � kN �
N ��j � �k�� � � � � ki� � � � � kj � �� � � � � kN �
N i�j � �k�� � � � � ki ! �� � � � � kj � �� � � � � kN�

������

ahol kj � � 	 �


	� �es amely jel�ol�esekkel a jellegzetes �allapot�atmenetek�

� N ��j �N �
egy ig�eny �erkezik k��v�ulr�ol a j� csom�oponthoz ��j intenzit�assal�
 �es ezzel
megn�o a csom�opontban az ig�enyek sz�ama kj � ��r�ol kj�re


� N i�� �N �
egy ig�eny t�avozik a h�al�ozaton k��v�ulre az i� csom�opontb�ol �ri�� � � �PN

j�� ri�j val�osz��n�us�eggel �es �i�ki ! ��	i intenzit�assal�
 �es ezzel lecs�okken
az ig�enyek sz�ama ki ! ��r�ol ki�re


�	



� N i�j �N �
egy ig�eny t�avozik az i� csom�opontb�ol a j� csom�opontba �ri�j val�osz��n�us�eggel
�es �i�ki ! ��	i intenzit�assal�
 �es ezzel egyr�eszt lecs�okken az ig�enyek sz�ama
az i� csom�opontban ki !��r�ol ki�re
 m�asr�eszt megn�o az ig�enyek sz�ama a j�
csom�opontban kj � ��r�ol ki�re


ahol �i�ki��re�
�i�ki� � minfki�mig

�� Az N� �allapotra�

� az egyens�ulyi egyenlet�

pN



NX
i��

�i !
NX
i��

�i�ki� 	i

�
�

NX
i��

pN i��
�i�ki ! �� 	i ri��!

!
NX
i��

pN ��i
�i �i�ki� !

NX
i��

NX
j��

pN i�j
�i�ki ! �� 	i ri�j

������

�i�ki� � �
 ha ki 	 �
 �es

� amely megold�as�aval Jackson megmutatta
 hogy az al�abbi szorzat alak�u
eredm�emy teljes�ul�

pN � pk��


�kN � p��k�p
�k� � � � pN�kN ����	�

ahol

pi�kj �

���������
�������	

pi��

�
�i
	i

�kj �

kj #
� � kj � mi

pi��

�
�i
	i

�kj �

mi#
m

mi�kj
i kj 	 mi

������

� az al�abbi normaliz�al�assal�

�X
kj��

pi�kj � � ������

��



	����� Z�art � Gordon�Newell t��pus�u � sorban�all�asi h�al�ozatok

�� Jellemz�ok�

� hasonl�oak a Jackson t��pus�uakhoz
 DE

� �i � �� �i
� amely alapj�an�

NX
i��

ki � +k �����

� az egyetlen lehets�eges jellegzetes �allapot�atmenet� N i�j �N �
egy ig�eny t�avozik az i� csom�opontb�ol a j� csom�opontba �ri�j val�osz��n�us�eggel
�es �i�ki ! ��	i intenzit�assal�
 �es ezzel egyr�eszt lecs�okken az ig�enyek sz�ama
az i� csom�opontban ki !��r�ol ki�re
 m�asr�eszt megn�o az ig�enyek sz�ama a j�
csom�opontban kj � ��r�ol ki�re


�� Az N� �allapotra�

� az egyens�ulyi egyenlet�

pN



NX
i��

�i�ki� 	i

�
�

NX
i��

NX
j��

pN i�j
�i�ki ! �� 	i ri�j ������

� amely megold�as�aval Gordon �es Newell megmutatta
 hogy az al�abbi szorzat
alak�u eredm�emy teljes�ul�

pN �
�

G

NY
i��

hi�ki� ������

ahol

G �
X
N

NY
i��

hi�ki� ������

� a hi�ki� f�uggv�enyekre�

�i �
NX
j��

�j rj�i i � �� � � � � N ������

amely nem szolg�altat egy�ertelm�u megold�ast
 de felt�eve �� � ��et
 az
al�abbihoz juthatunk�

, � ��� V
� � � � � VN � ������

ahol Vi � �i����

��



	���	� BCMP h�al�ozatok

A szorzat�alak�u megold�as�u h�al�ozatok �altal�anos��t�asa� BCMP
�Baskett
 Chandy
 Muntz �es Palacios�Gomez � ���	��

�� Ig�enyoszt�alyok� t�obb lehets�eges ig�enycsoport
 kiszolg�al�as ut�an megengedett az
oszt�alyv�alt�as�

P � $pi�r�j�s� i� j �M� r� s � R% ������

ahol az �atmenetval�osz��n�us�eg jelent�ese
 hogy az r� oszt�alyhoz tartoz�o ig�eny az i�
csom�opontban t�ort�ent kiszolg�al�as ut�an �atl�ep az s� oszt�alyba �es a j� csom�opontba�

�� Kiszolg�al�asi elvek�

�a� A kiszolg�al�as elve FCFS�
Valamennyi ig�enyt ugyanolyan param�eter�u exponenci�alis eloszl�as szerint
szolg�alnak ki f�uggetlen�ul az ig�enyoszt�alyt�ol� A kiszolg�al�as intenzit�asa
f�ugghet a csom�opontban l�ev�o �osszes ig�eny sz�am�at�ol�

�b� A kiszolg�al�as elve PS�
A k�ul�onb�oz�o oszt�alyok kiszolg�al�asi id�o eloszl�asa k�ul�onb�ozhet
 de minde�
gyik�e racion�alis Laplace transzform�alttal kifejezhet�o�

�c� A kiszolg�al�as LCFS megszak��t�o�meg�orz�o �preempt��v�resume� elvvel�
A k�ul�onb�oz�o oszt�alyok kiszolg�al�asi id�o eloszl�asa k�ul�onb�ozhet
 de minde�
gyik�e racion�alis Laplace transzform�alttal kifejezhet�o�

�d� Minden ig�enynek k�ul�on kiszolg�al�oja van�
A k�ul�onb�oz�o oszt�alyok kiszolg�al�asi id�o eloszl�asa k�ul�onb�ozhet
 de minde�
gyik�e racion�alis Laplace transzform�alttal kifejezhet�o�

�� Egyens�ulyi eloszl�assal rendelkez�o h�al�ozatra �ld� stabil Markov l�anc��

� az i� csom�opontra�
N i � �Ni��� Ni�
� � � � � Ni�R� ����	�

� a h�al�ozat �allapotval�osz��n�us�egvektora�

N � �N�� N
� � � � � NM � ������

�� A h�al�ozat lehet ny��lt vagy z�art�

� Ny��lt h�al�ozatra�

�i�r � �i�r !
MX
j��

RX
s��

�j�s pj�s�i�r i� j � �� �� �� � � � �M ������

�



� Z�art h�al�ozatra�
MX
i��

X
r

Ni�r � +Nq �����

	� Az eredm�eny szorzat alak�u�

p�N � �
�

G

MY
i��

gi�N i� ������

ahol G egy normaliz�aci�os konstans�

Egy adott csom�opontra�

Ni �
RX
r��

Ni�r�

m��g gi�N i� az al�abbi alak�u�

gi�N i� �

�����������������
���������������	

Ni#
RY
r��

�

Ni�r#
�Vi�r�

Ni�r

�
�

	i

�Ni

az a� kiszolg�al�asi t��pusra

Ni#
RY
r��

�

Ni�r#

�
Vi�r
	i�r

�Ni�r

a b� �es c� kiszolg�al�asi t��pusra

RY
r��

�

Ni�r#

�
Vi�r
	i�r

�Ni�r

a d� kiszolg�al�asi t��pusra

������
�es ahol Vir � �ir���r a normaliz�alt �erkez�esi intenzit�as�

	����� Nem szorzat alak�u h�al�ozatok rekurz��v megold�asa

�� Alapesetek�

� A� t��pus� egy ismeretlen input
 ismert adott �es m�as input
�allapotval�osz��n�us�eg �Robertazzi
 Fig� �����

� B� t��pus� ismeretlen aktu�alis
 ismert input �allapotval�osz��n�us�egek
 �Rober�
tazzi
 Fig� �����

� A� t��pus� k�et vesztes�eges sor tandem kapcsolata� �Robertazzi
 Fig� �����

� A� t��pus� egy ISDN protokoll� �Robertazzi
 Fig� �����

� B� t��pus� egy Window Flow Control protokoll� �Robertazzi
 Fig� ����
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	���� Korl�atok

�� Vesztes�egmentess�eg

�� Speci�alis �erkez�esi �es kiszolg�al�asi folyamatok

�� Folytonos idej�u folyamatok � l�eteznek diszkr�et idej�u kiterjeszt�esek is#

	��� Vesztes�eges h�al�ozatok forgalmi elemz�ese

	����� Forgalmi jellemz
ok

�� CBR forr�asok jellemz�ese�

� forgalmi jellemz�ok

� �atlagos �erkez�esi intenzit�as�  �

� v�arhat�o kiszolg�al�asi id�o� �� 	

� a felaj�anlott forgalom A �  �� 	 Erlang

� h��v�asjellemz�ok

� Ai� cs�ucs bitsebess�eg

�� VBR forr�asok jellemz�ese�

� forgalmi jellemz�ok

� �atlagos �erkez�esi intenzit�as�  �

� v�arhat�o kiszolg�al�asi id�o� �� 	

� a felaj�anlott forgalom A �  �� 	 Erlang

� h��v�asjellemz�ok

� Ai� cs�ucs bitsebess�eg

�  Ai� �atlagos bitsebess�eg vagy Ai�  Ai cs�ucs �es �atlagos bitsebess�eg ar�any

� v�arhat�o b�orsztid�o

� e�ekt��v s�avsz�eless�eg modellek� Hui �es Kelly
 Lindberger
 Tidblom

Guerin

�



	����� H��v�asblokkol�as egy link eset�en

�� Egy forgalomoszt�aly

� Felt�etelez�esek�

� a h��v�asok egy szolg�altat�ashoz tartoznak

� v�eletlenszer�uen �erkeznek �es egym�ast�ol f�uggetlenek �exponenci�alis
�erkez�esi id�o eloszl�as � param�eterrel�

� az �osszek�ottet�esek tart�asideje exponenci�alis eloszl�as�u 	 param�eterrel

� a felaj�anlott forgalom A � ��	 Erlang

� teljes el�erhet�os�eg�uek a nyal�abok

� forgalmi modell� M�M�N�N rendszer
 amelyre

� a blokkol�as m�ert�eke �id�o� �es h��v�as�torl�od�as� � az Erlang�B k�epletb�ol�

E�N�A� �
AN

N �
NX
j��

Ai

i#

������

� rekurz��v sz�am��t�as�

E�n�A� �
A � E�n� �� A�

n!A �E�n � �� A�
� n � �� �� ���� N ������

ahol E��� A� � ��

� a nagyobb nyal�ab el�ony�osebb a b�ov��t�es szempontj�ab�ol
 azaz �alland�o
blokkol�as mellett kevesebb �aramk�orrel kell b�ov��teni�

N�A� !A
� B� � N�A�� B� !N�A
� B�

� a B�vel param�eterezett g�orbesereg bizonyos A �ert�ek felett egyenesekkel j�ol
k�ozel��thet�o�

N � A

a�
!N� ������

ahol a� �es N� a B�t�ol f�ugg�

�

B N tartom�any
( ������� �������

a� N� a� N�
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Ha N 
 A
 a k�ovetkez�o egyenl�otlens�eg teljes�ul �Cherno� korl�at��

B � E�N�A� �
�
A

N

N
eN�A

� a forgalom cs�ucsoss�agi t�enyez�oje�

Z �� V�M � ��

aholM � A a felaj�anlott forgalom �atlagos �ert�eke
 V a forgalom varianci�aja
�sz�or�asn�egyzet�

� a cs�ucsoss�agi t�enyez�o �ert�eke�

� Z � �� v�eletlen �felaj�anlott� forgalom

� Z � � az �atvitt forgalom

� Z 
 � cs�ucsos forgalom

� a t�ulcsordult forgalom jellemz�oi az M�M�N�N rendszer eset�en�

� v�arhat�o �ert�eke� U � E�N�A� �A
� varianci�aja�

V � U
�
�� U !

A

N ! � ! U �A


������

�� T�obb forgalomoszt�aly

� Felt�etelez�esek�

� legyen C a link �illetve VPC� kapacit�asa

� a link kapacit�as�at S sz�am�u szolg�altat�as egy�uttesen haszn�alja

� az s� szolg�altat�as forgalma as
 s�avsz�eless�egig�enye rs
�s � �� ���� S
 r � �r�� ���� rS��

� Forgalmi modell�

� ns a VPC�n l�etrehozott s� szolg�altat�ashoz tartoz�o h��v�asok sz�ama

� a megengedett �allapotok�

ST � f�n�� ���� nS�j
SX
s��

nsrs � Cg ����	�

� STs az olyan �allapotok halmaza
 amelyekben az s� oszt�alyba tartoz�o
h��v�as �erkez�esekor nem kap kiszolg�al�ast�

STs � f�n�� ���� nS�jC � rs �
SX
s��

nsrs � Cg ������

�



� t�obb forgalomoszt�aly eset�en a h��v�asblokkol�asi k�eplet szorzat alak�u

azaz a rendszer �allapotval�osz��n�us�egei �Kaufman
 Kelly��

P �n�� n
� ���� nr� � G�ST ���
SY
s��

anss
ns#

������

ahol

G�ST � �
X

�n�r��			�nSrS	�ST

SY
s��

anss
ns#

�����

� az s� szolg�altat�asoszt�aly blokkol�asi val�osz��n�us�ege a k�ovetkez�o m�odon
hat�arozhat�o meg�

bs �
G�STs�

G�ST �
������

� az �allapotval�osz��n�us�egek meghat�aroz�asa sz�am��t�asig�enyes
 k�ul�on�osen akkor

ha a szolg�altat�asoszt�alyok sz�ama nagy �az �allapotok nagy sz�ama mi�
att�
 ez�ert a blokkol�asi val�osz��n�us�eg hat�ekony kisz�am��t�as�ara k�ul�onb�oz�o
m�odszereket dolgoztak ki �Kaufman
 Roberts
 stb��
 de �erdekesek a z�art
sorban�all�asi h�al�ozatokra kidolgozott numerikus m�odszerek �pl� MVA �
Mean value Analysis is�

	����� H��v�asblokkol�as t�obb link eset�en

�� Felt�etelez�esek�

� legyen Cj a j� link kapacit�asa

� a linkek kapacit�as�at S sz�am�u szolg�altat�as egy�uttesen haszn�alja �t�obb for�
galomoszt�aly�

� v�eletlenszer�uen �erkeznek �es egym�ast�ol f�uggetlenek �exponenci�alis �erkez�esi
id�o eloszl�as �s param�eterrel�

� az �osszek�ottet�esek tart�asideje exponenci�alis eloszl�as�u 	s param�eterrel

� a felaj�anlott forgalom as � ��	 Erlang

� teljes el�erhet�os�eg�uek a nyal�abok

� az s� szolg�altat�as forgalma as
 s�avsz�eless�egig�enye rs
�s � �� ���� S
 r � �r�� ���� rS��

� �x� �es egyutas elvezet�es
 azaz az �osszek�ottet�es �utvonala egy�ertelm�uen
meghat�arozott

�



� Rs az s� szolg�altat�ashoz tartoz�o linkek halmaza

� Yi az i� linken �athalad�o utak halmaza

�� Cs�okkentett terhel�es�u k�ozel��t�es � Reduced Load Approximation

� legyen most rs � �
 �s
� linkszint�u vesztes�eg� �x pontos k�ozel��t�es

Li � B�
X
s�Yi

�sts�j�� Cj� ������

ahol
tk�j� �

Y
j�Rs�fig

��� Lj� ������

� Az s� oszt�aly�u ig�enyek ered�o vesztes�ege�

Bs � � � Y
j�Rs

�� � Lj� ������

�� �altal�anos��t�asok�

� t�obbf�ele s�avsz�eless�eg

� �osszetett �utvonalv�alaszt�as �Whitt
 Ross
 Girard
 Fodor�

�




� fejezet

ESETTANULM�ANYOK


��� Csomagok tov�abb��t�asa r�eselt csatorn�an

�� speci�alis bolyong�as �diszkr�et sz�ulet�esi�hal�aloz�asi folyamat�
�v�egtelen �allapott�errel�

� �erkez�esi folyamat� minden id�or�esben p val�osz��n�us�eggel �erkezik � csomag �es
� � p val�osz��n�us�eggel � csomag�

� kiszolg�al�as � csomagtov�abb��t�as� ha van tov�abb��tand�o csomag
 akkor min�
den id�or�esben q val�osz��n�us�eggel tov�abb��t egy csomagot a rendszer �es �� p
val�osz��n�us�eggel ��t�

� kiszolg�al�asi elv� FIFO

�� a rendszer�allapot �Xi� az id�or�esek elej�en a tov�abbit�asra v�ar�o csomagok sz�ama�

�� m�uk�od�es k�etf�ele �ertelmez�ese�
I� el�obb a csomag tov�abb��t�as
 majd �uj csomag �erkez�es

II� egy id�or�esen bel�ul el�obb csomag �erkez�es
 majd tov�abb��t�as

�� evoluci�os egyenlet�
I� eset� Xn�� � �Xn � Vn���� ! Yn��

II� eset� Xn�� � �Xn � Vn�� ! Yn����

	



	� Markov l�anc�
I� eset�
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II� eset�
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�� Egyens�ulyi eloszl�as� �lok�alis egyens�ulyi egyenletek alapj�an�
I� eset�

p� �
q � p

q

 pi �

�
p�� � q�

q��� p�

�i
q � p

��� q�q
� i 	 �

II� eset�

pi �

�
p�� � q�

q��� p�

�i
q � p

��� p�q
� i 	 �

�� teljes��tm�enyjellemz�ok�

� a stabilit�as felt�etele�
evol�uci�os egyenlet alapj�an� E�V � 
 E�Y �
Foster krit�erium alapj�an� q��� p� 
 p�� � q� � p � q

�



� kihaszn�alts�ag�

I� eset � � � � � p� � �� ��� p

q
� �

p

q

II� eset � � � � � p���� p� � � � �q � p��� � p�

�� p�q
�
p

q
�� � � p� ####

� rendszerben l�ev�o ig�enyek sz�am�anak v�arhat�o �ert�eke�
I� eset �

E�X� �
�X
i��

ipi �
p��� p�

q � p

II� eset �

E�X� �
�X
i��

ipi �
p�� � q�

q � p

� rendszerben elt�olt�ott id�o v�arhat�o �ert�eke�
I� eset �

E�T � �
�

q
p� !

�X
i��

pi�
i! �

q
� �� �

� � p

q � p

II� eset �

E�T � �
�X
i��

pi�
i! �

q
� �� �

�� q

q � p
�

amely eredm�enyek mindegyik esetben �osszhangban vannak a Little�
formul�aval�


��� ATM kapcsol�o anal��zise

������ ATM kapcsol�o modellje

Ezen szakaszban egyN�N �es kapcsol�og�ep viselked�es�enekmodellez�es�evel foglalkozunk
ATM k�ornyezetben� Az �atvivend�o adat cell�akban �erkezik
 az id�o r�eselt
 egy cella egy
id�or�es hossz�us�ag�u� A kapcsol�og�ep egy adott bemenet�en egy id�or�esben f�uggetlen
 min�
den id�or�esre azonos eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altoz�o szerint �erkezik vagy nem �erkezik
cella� Az �erkez�esi folyamatot a Q � fqig vektor ��rja la
 ahol qi annak a val�osz��n�us�ege

hogy az i� bemenetre egy adott id�or�esben cella �erkezik�

A be�erkez�o cella az N kimenet valamelyik�en ker�ul tov�abb��t�asra� Azt
 hogy melyik
kimenetet c�elozza meg az adott cella diszkr�et eloszl�asokkal modellezz�uk� Ezeket az

�



eloszl�asokat a W � fwijg m�atrix adja meg
 ahol wij annak a val�osz��n�us�ege
 hogy az
i� bemeneten �erkez�o cella a j� kimeneten tov�abb��tand�o�

A bej�ov�o �es kimen�o vonalak sebess�ege azonos
 azaz
 ha egy id�or�esben t�obb
cella ugyanazt a kimenetet c�elozza
 ezek k�oz�ul egy ker�ulhet �atvitelre
 a t�obbi
v�arakoz�asra k�enyszer�ul� K�etf�ele sorba�all��t�asi m�odszer haszn�alhat�o� a v�arakoz�asi sorok
kialak��that�ok a kapcsol�o bemenetein vagy kimenetein� A k�et megold�as l�athat�o az 	���
�abr�an�

N




�

� 
 N

N




�

N
�

a� sorok a kimeneteken b� sorok a bemeneteken

	��� �abra � Bemeneti �es kimeneti sorba�all�
t�as

A k�et megold�as k�oz�ul a kimeneteken t�ort�en�o sorba�all��t�as t�unik jobbnak� Ennek
oka az
 hogy
 ha a v�arakoz�asi sorok a bemeneteken vannak
 el�ofordulhat
 hogy egy
cella
 annak ellen�ere
 hogy az �altala megc�elzott kimenet szabad
 v�arakozni k�enyszer�ul
a sorban el�otte �all�ok miatt
 akik bizonyos kimenetek felszabadul�as�ara v�arnak� Erre
l�athat�o p�elda az 	��� �abr�an� Ennek megfelel�oen mind az �atlagos sorhossz
 mind az
�atlagos v�arakoz�asi id�o a kimeneteken t�ort�en�o sorba�all��t�as eset�en alakul kedvez�obben�
Val�oj�aban a k�et strukt�ura k�oz�otti v�alaszt�as m�egsem egy�ertelm�u
 mert a kimeneteken
t�ort�en�o sorba�all��t�as eset�en gyorsabb kapcsol�og�epre van sz�uks�eg� A legrosszab esetben
minden bemeneti vonal ugyanazt a kimenetet k��v�anja el�erni
 a kimeneti sorba�all��t�as
eset�en ilyenkor a kapcsol�og�epnek miden bemenet�er�ol �at kell vinnie a cell�akat az adott
kimenethez tartoz�o sorba egy id�or�esen bel�ul� Bemeneti sorba�all��t�asn�al legfeljebb egy
cell�at kell egy ir�anyba tov�abb��tani
 kimenetin�el N �t�

A k�ovetkez�o szakaszban azt az esetet vizsg�aljuk
 amikor N � � �es a sorok a kapc�
sol�o bemenet�en helyezkednek el� Ha a k�et sor elej�en �all�o cella ugyanarra a kimenetre
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N

	��� �abra � V�arakoz�as a bemeneteken

tov�abb��tand�o
 a cell�ak k�oz�ul ������� val�osz��n�us�eggel ker�ul valamelyik �atvitelre� Az
elemz�esre haszn�alt Markov�l�anc megszerkeszthet�o m�as kiszolg�al�asi politik�ak eset�ere
is
 p�eld�aul �ugy
 hogy �utk�oz�es eset�en a hosszabb sor elej�en �all�o cella haladjon �at a
kapcsol�on�

Tov�abb�a felt�etelezz�uk
 hogy a cell�ak �athalad�asi ideje �
 azaz
 ha egy cella
�erkez�esekor a sor �ures �es a kimenet szabad
 az �atvitel m�eg ugyanebben az id�or�esben
megt�ort�enik
 a cella nem �all be a sorba�

������ Sorok a bemeneteken

A kapcsol�o elemz�es�ere k�et dimenzi�os diszkr�et idej�u Markov�l�anc haszn�alhat�o� A l�anc
egy �allapot�anak k�et eleme a k�et sor hossz�anak felel meg� A l�anc fel�ep��t�ese az 	��� �abr�an
l�athat�o� A l�anc az �allapot�atmenetek szempontj�ab�ol n�egy r�eszre oszthat�o� mindk�et
sor �ures
 az els�o sor �ures
 a m�asodik sor �ures
 mindk�et sorban v�arakoznak elemek�

Az 	��� �abra a ��
�� �allapotot mutatja
 amikor mindk�et sor �ures� Az �abran az
�allapotb�ol kiindul�o �atmenetek val�osz��n�us�egei l�athat�ok� Ezen
 �es a k�es�obbi �abr�akon
is S jel�oli annak a val�osz��n�us�eg�et
 ha a k�et tov�abb��tand�o cella ugyanazt a kimenetet
c�elozza
 azaz S � w��w
� ! w�
w

� Ebben a helyzetben a k�ovetkez�ok t�ort�enhetnek�

� a k�ovetkez�o �allapot az ��
��
 ha mindk�et bemeneten �erkezik cella
 ezek ugyanarra
a kimenetre tov�abb��tand�ok
 �es a m�asodik bemeneten �erkez�o ker�ul kiszolg�al�asra


� a k�ovetkez�o �allapot az ��
��
 ha mindk�et bemeneten �erkezik cella
 ezek ugyanarra
a kimenetre tov�abb��tand�ok
 �es az els�o bemeneten �erkez�o ker�ul kiszolg�al�asra


� ha egy vagy egy cella sem �erkezik
 a k�et sor �ures marad
 azaz a l�anc marad ��
��
�allapotban�

Az 	�	� �abr�an azon �allapotokb�ol kiindul�o �atmenetek l�athat�ok
 amikor az els�o sor�
ban v�arakozik egy vagy t�obb cella
 a m�asodik sor �ures� �x� ���val jel�olve az adott
�allapotot a l�anc a k�ovetkez�o �allapotokba juthat�
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	��� �abra � A modellez�esre haszn�alt l�anc

q�q�S��

q�q�S��

�� q�q�S

���

��� ���

	��� �abra � �Uresek a sorok

��
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q����q�	���S	�
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x��� � x� �

x� �
q�q�S



q����q�	S



q�q�S



q�q����S	
q����q�	S

�
q����q�	�

	�	� �abra � A m�asodik sor �ures

� �x� �� �� a k�ovetkez�o �allapot
 ha

� csak a m�asodik sorba �erkezik �uj ig�eny �es nem t�ort�enik �utk�oz�es


� egyik sorba sem �erkezik �uj ig�eny


� a �x� �� �allapotban marad a l�anc
 ha

� csak az els�o soron �erkezik �uj cella


� ha csak a m�asodik soron �erkezik �uj cella
 a k�et ig�eny �utk�ozik �es a m�asodik
sor els�o eleme ker�ul �atvitelre


� mindk�et soron �erkezik �uj ig�eny �es nem t�ort�enik �utk�oz�es


� a k�ovetkez�o �allapot az �x ! �� ��
 ha mindk�et soron �erkezik �uj ig�eny
 �utk�oz�es
t�ort�enik �es a m�asodik sor els�o eleme ker�ul �atvitelre


� az �x� �� �� �allapotba jut a rendszer
 ha csak a m�asodik soron �erkezik �uj cella

a k�et ig�eny �utk�ozik �es az els�o sor els�o eleme ker�ul �atvitelre


� a k�ovetkez�o �allapot az �x� ��
 ha mindk�et soron �erkezik �uj ig�eny
 �utk�oz�es t�ort�enik
�es a els�o sor els�o eleme ker�ul �atvitelre�

Az az eset
 amikor az els�o sor �ures
 de a m�asodik sorban v�arakoznak elemek az
	��� �abr�an l�athat�o� Egy ilyen �allapotb�ol kiindul�o �atmenetek megegyeznek az el�oz�o
eset �atmeneteivel az els�o �es m�asodik sor szerep�enek felcser�el�es�evel�

Az 	��� �abra mutat egy olyan �allapotot
 ahol mindk�et sorban v�arakoznak elemek
�a helyben marad�as val�osz��n�us�ege nincsen felt�untetve�� Az �atmenetek a k�ovetkez�ok�
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q�q�S



q����q�	�
q����q�	S


q�q����S	

q����q�	S



q����q�	���S	�
���q�	���q�	

	�� �abra � Az els�o sor �ures

� a k�ovetkez�o �allapot az �x � �� y � ��
 ha egyik bemeneten sem �erkezik cella �es
nem t�ort�enik �utk�oz�es


� a k�ovetkez�o �allapot az �x� y � ��
 ha

� csak az els�o bemeneten t�ort�enik �erkez�es �es nem t�ort�enik �utk�oz�es


� nem j�on �uj cella
 �utk�oz�es t�ort�enik
 �es a m�asodik sorban �all�o cella ker�ul
kiszolg�al�asra


� a l�anc az �x! �� y� �� �allapotba jut
 ha csak az els�o sorra j�on �uj cella
 �utk�oz�es
t�ort�enik
 �es a m�asodik sorban �all�o cella ker�ul kiszolg�al�asra


� a k�ovetkez�o �allapot �x� �� y�
 ha

� csak a m�asodik bemeten j�on �uj cella
 �es nem t�ort�enik �utk�oz�es


� nem j�on �uj cella
 �utk�oz�es t�ort�enik
 �es a els�o sorban �all�o cella ker�ul
kiszolg�al�asra


� a l�anc helyben marad
 ha
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x� y

x� y��

x� y��

x��� y

x���
y��

x���
y��

q����q�	S



q�q�S



���q�	���q�	���S	

q����q�	���S	�
���q�	���q�	S



q����q�	���S	�
���q�	���q�	S



x� �� y

x���
y��

q�q�S



q����q�	S



	��� �abra � Mindk�et sorban vannak elemek

� pontosan egy �erkez�es t�ort�enik
 a k�et sor elej�en �all�o cell�ak �utk�oznek
 �es azon
sor elej�en �all�o cella ker�ol kiszolg�al�asra
 amelyik sorba az �uj cella j�ott �ennek
val�osz��n�us�ege� q���� q
�S�� ! q
��� q��S���


� mindk�et bemeneten �erkezik cella
 �es nincs �utk�oz�es �ennek val�osz��n�us�ege�
q�q
��� S��


� a k�ovetkez�o �allapot az �x ! �� y�
 ha mindk�et soron �erkezik �uj ig�eny
 �utk�oz�es
t�ort�enik �es a m�asodik sor els�o eleme ker�ul �atvitelre


� a k�ovetkez�o �allapot �x� �� y!��
 ha csak a m�asodik sorra j�on �uj ig�eny
 �utkpz�es
t�ort�enik
 �es az els�o sor elej�en �all�o cella halad �at a kapcsol�on


� a k�ovetkez�o �allapot az �x� y ! ��
 ha mindk�et soron �erkezik �uj ig�eny
 �utk�oz�es
t�ort�enik �es az els�o sor els�o eleme ker�ul �atvitelre�

������ Sorok a kimeneteken

A kimeneteken t�ort�en�o sorba�all��t�as eset�en az anal��zis egyszer�ubb
 az egyik sor
viselked�ese nem f�ugg att�ol
 hogy h�any elem v�arakozik a m�asik sorban� A kapcsol�o
modellez�es�ere ebben az esetben k�et f�uggetlen Markov�l�anc haszn�alhat�o�

��



x��
q�q�w��w���

� q�q�w��w��

�� q�q�w��w��

q���� q��w���

q���� q��w���

��� q���� � q��

q���� q��w���

q�q��w��w�� � w��w���

x x��q�q�w��w��

q���� q��w���

	��� �abra � Sor a kimeneteken

Az els�o kimeneti sor viselked�es�et modellez�o l�anc l�athat�o az 	�� �abr�an� Ha a sor
�ures a l�anc a k�ovetkez�o �allapotba l�ep
 ha k�et cella �erkezik
 �es mindkett�o az els�o kimenet
fel�e tov�abb��tand�o
 egy�ebk�ent helyben marad� Ha van v�arakoz�o ig�eny a k�ovetkez�o
�allapot h�aromf�ele lehet�

� a sor hossza eggyel cs�okken
 ha nem �erkezik cella a kimenet fel�e


� a sor hossza v�altozatlan marad
 ha egy cella �erkezik a kimenet fel�e


� a sor hossza egyel n�o
 ha k�et cella �erkezik a kimenet fel�e�

����	� �Osszehasonl��t�as

Az egyes sorok v�arhat�o hossza bemeneti sorba�all��t�asn�al a k�ovetkez�o k�epletekkel
sz�am��that�o ki�

E� �
X
i��

X
j��

iPij�

E
 �
X
i��

X
j��

jPij�

ahol Pij jel�oli az �i� j� �alland�osult �allapotbeli val�osz��n�us�eg�et� Kimeneti sorba�all��t�asn�al�

E� �
X
i��

iPi���

E
 �
X
i��

iPi�
�
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��� ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� ��� �

sorok a bemeneteken
sorok a kimeneteken

	��� �abra � �Atlagos sorhossz

ahol Pi�� �Pi�
� jel�oli az els�o �m�asodik� sor i� �alland�osult �allapotbeli val�osz��n�us�eg�et�
Az 	��� �abra az �atlagos sorhosszat mutatja az �erkez�esi val�osz��n�us�eg f�uggv�eny�eben

a k�et k�ul�onb�oz�o megval�os��t�as eset�en� A sorok m�erete 	 cella t�arol�as�ara elegend�o

q� � q
� w�� � w
� � ��	�

Sz�am��tsuk ki
 hogy egy id�or�esben v�arhat�oan h�any cella ker�ul kiszolg�al�asra be�
meneti sorba�all��t�as eset�en# Ehhez azt kell tudnunk
 hogy valamely �allapotban �allva
 a
k�ovetkez�o id�or�esben milyen val�osz��n�us�eggel h�any cella ker�ul �atvitelre� Ehhez megint
n�egy r�eszre kell osztjuk az �allapotteret� Az �atvitel�

� � P��$�� �q��� � q
� ! q
�� � q�� ! q�q
S� ! � � q�q
�� � S�%!

!
X
x��

Px�$�� ��� � q
� ! q
S� ! �� q
��� S�%!

!
X
y��

P�y$�� ���� q�� ! q�S� ! �� q��� � S�%!

!
X

x���y��

Pxy$�� S ! �� �� � S�%

�	
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��� ���� �� ��� ��� ���� ��� ���� ��� ���� �

sorok a bemeneteken
sorok a kimeneteken

	���� �abra � �Atvitel

Kimeneti sorba�all��t�as eset�en az �atvitel�

� � P����q���� q
�w�� ! q
��� q��w
� ! q�q
��� w�
w

�� !
X
x��

Px��!

!P��
�q��� � q
�w�
 ! q
�� � q��w

 ! q�q
��� w��w
��� !
X
x��

Px�


Az 	���� �abra az �atvitel alakul�as�at mutatja az �erkez�esi val�osz��n�us�eg f�uggv�eny�eben
a k�et k�ul�onb�oz�o megval�os��t�as eset�en A sorok m�erete 	 cella t�arol�as�ara elegend�o
 q� �
q
� w�� � w
� � ��	� Nem meglep�o
 hogy bemeneti sorba�all��t�as eset�en az �atvitel az
�erkez�esi val�osz��n�us�eg n�oveked�es�evel ��	�h�oz tart� Ha minden id�or�esben �erkezik cella

a sorok �alland�oan tel��tettek� Ebben az esetben � csomag jut �at a kapcsol�on
 ha van
�utk�oz�es 
 �es � cella
 ha nincs �utk�oz�es� Mivel eset�unkben az �utk�oz�es val�osz��n�us�ege ���

az egy id�or�esben �atvitt cell�ak v�arhat�o sz�ama ��	�

��
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a� a� a�

a� a� a�

a� � a�
a�

a�

a�

a�

a�

a� a� a�

	���� �abra � A kimeneti sort modellez�o l�anc

������ Sorban�all�o ig�enyek sz�am�anak hat�areloszl�asa kimeneti
sorba�all��t�as eset�en

Tekints�unk egy kimeneti sort� Felt�etelezz�uk
 hogy a cell�ak minden bemeneten azonos

f�uggetlen Bernoulli�folyamat szerint �erkeznek� Annak val�osz��n�us�ege
 hogy valamely
bemenetre cella �erkezik egy adott id�or�esben p� Minden bej�ov�o cella egyenletes eloszl�as
szerint ker�ul tov�abb��t�asra valamely kimenetre�

A meg�gyelt kimenet fel�e az egy id�or�esben �erkez�o cell�ak sz�am�anak eloszl�asa bi�
nomi�alis eloszl�ast k�ovet�

ai � P �i cella �erkezett az id�or�esben� �

�
N
i

�
�p�N�i��� p�N�N�i�

Az 	���� �abr�an l�athat�o Markov�l�anc a meg�gyelt sort modellezi
 a rendszer egy II�
t��pus�u evol�uci�os egyenlettel ��rhat�o le
 azaz�

Xn�� � �Xn � � ! Yn���
�

� �

�
��������

a� ! a� a
 a� a � � � ak�� � � �
a� a� a
 a� � � � ak � � �
� a� a� a
 � � � ak�� � � �
� � a� a� � � � ak�
 � � �
���

���
���

���
���

���
���

�
��������

��



Az egyens�ulyi egyenletek�

p� � p�a� ! p�a� ! p�a�� �	���

pk � pka� ! pk��a� !
k��X
i��

piak���i �
k��X
i��

piak���i� �	���

Vezess�uk be a k�ovetkez�o z�transzform�altakat�

P �z� �
�X
k��

pkz
k� A�z� �

�X
k��

akz
k�

Ekkor �	��� �es �	��� felhaszn�al�as�aval�

P �z� � p�a� ! p�a� ! p�a� !
�X
k��

k��X
i��

piak���iz
k �

� p�a� !
�X
k��

k��X
i��

piak���iz
k �

� p�a� !
�X
k��

k��X
i��

piak���iz
k !

�X
k��

p�ak��z
k �

� p�a� !
�X
i��

pi
�X

k�i��

ak���iz
k ! z��

�X
k��

p�ak��z
k�� �

� p�a� ! z��
�X
i��

piz
i
�X
l��

alz
l ! z��p�

�X
m��

amz
m �

� p�a� ! z���P �z�� p��A�z� ! p�z
���A�z�� a���

amib�ol

P �z� �
��� z���p�a�
� � z��A�z�

� p�a�
�z � ��

z �A�z�
�

Innen
 �gyelembe v�eve
 hogy limz�� P �z� � �
 a L*Hospital szab�aly alkalmaz�as�aval�

� � p�a�
�

��A��z�
jz���

amib�ol
 mivel A���� az egy id�or�esben az adott bemenetre �erkez�o cell�ak sz�am�anak
v�arhat�o�ert�ek adja�

p�a� � ��A��z� � �� p�

�



�es ��gy�

P �z� �
��� p��z � ��

z �A�z�
�

�� � p���� z�

A�z�� z
�

Alkalmazzuk a kapott eredm�enyt N � � eset�en� Ebben az esetben az �erkez�esi
val�osz��n�us�egek�

ai �

�
�
i

��
p

�

i �
� � p

�


�i

�

ennek z�transzform�altja�

A�z� �
�
� � p

�
! z

p
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ekkor P �z� a k�ovetkez�o�

P �z� �
��� p��� � z��
�� p



! z p




�
 � z
�

ebb�ol k�onnyen sz�amolhat�o p�eld�aul p��

p� � P �z� jz���
�� p�
� � p




�
 �

Az eredm�eny k�onnyen ellen�or��zhet�o m�as m�odszerrel is
 mert N � � eset�en a rend�
szer sz�ulet�esi�hal�aloz�asi folyamat� Az el�orel�ep�es val�osz��n�us�ege a�
 a visszal�ep�es
val�osz��n�us�ege a
� Ekkor

p� �
�

� !
�X
k��

�
a

a�

k �
� � p�
�� p




�
 �

����� �Atvitel sz�am��t�asa bemeneti sorba�all��t�as eset�en

Az 	����� fejezet v�eg�en megmutattuk
 hogy bemeneti sorba�all��t�ast alkalmazva
 hogyan
alakul az �atvitel az �erkez�esi val�osz��n�us�eg f�uggv�eny�eben
 ha a bemenetek sz�ama ��
Ebben a fejezetben nagy bemenetsz�am eset�en hat�arozzuk meg az egy id�or�esben �atvitt
cell�ak �atlagos sz�am�at�

Felt�etelezz�uk
 hogy a kapcsol�o az azonos kimenet fel�e tov�abb��tand�o cell�ak k�oz�ul
egyenletes eloszl�as szerint v�alaszt ki egyet �atvitelre� Tov�abb�a
 hogy a cell�ak egyenletes
eloszl�as szerint ker�ulnek tov�abb��t�asra valamely kimenet fel�e�

Azt az esetet vizsg�aljuk
 amikor a kapcsol�o minden bemeneti sor�an mindig van
v�arakoz�o cella� Az az felt�etelezz�uk
 hogy a sorok sosem �ur�ulnek ki teljesen�

��



Jel�ol�eseink a k�ovetkez�ok�

� legyen Ri
m azon cell�ak sz�ama
 melyek az m� id�or�esben valamely bemeneti sor

elej�en �allnak
 az i� kimenetet c�elozz�ak �es �utk�oz�es miatt nem ker�ulnek �atvitelre


� legyen Am
i azon cell�ak sz�ama
 amelyek az m� id�or�esben ker�ulnek valamely be�

meneti sor elej�ere �es az i� kimenet fel�e tov�abb��tand�ok�

Ezen jel�ol�eseket haszn�alva a k�ovetkez�o evol�uci�os egyenletet ��rhatjuk fel�

Ri
m � max��� Ri

m�� !Ai
m � ���

ahol a �� tag az �eppen �atvitt cella miatt ker�ul a k�epletbe� Ai
m eloszl�asa binomi�alis

eloszl�ast k�ovet�

P �Ai
m � k� �

�
Fm��
k

�
���N�k��� ��N�Fm���k� k � �� �� � � � � Fm���

ahol

Fm�� � N �
NX
i��

Ri
m�� �	���

A fenti binomi�alis eloszl�as param�etere ��N 
 mivel felt�etelezt�uk
 hogy minden be�
meneten mindig van cella� Fm�� azon bemenetek sz�am�at jel�oli
 amelyeknek elej�ere
�uj cella �erkezett
 ezek k�oz�ul ker�ul kiv�alaszt�asra az az Ai

m sz�am�u cella
 amelyek az i�
bemenet fel�e tov�abb��tand�ok� �Igy Fm�� az �m� ��� id�or�esben �atvitt cell�ak sz�am�at is
jelenti egyben�

Jel�olje Fm egyens�ulyi �ert�ek�et  F 
 ekkor egy kimeneti vonal �atvitele �es  F k�oz�ott a
k�ovetkez�o a kapcsolat�

 F�N � �

Azaz egyens�ulyi �allapotban a fenti binomi�alis eloszl�asban Fm�� hely�ere �N ��rhat�o

ez adja Ai eloszl�as�at� Tov�abb�a
 ha N � �
 akkor ez a binomi�alis eloszl�as tart
a � param�eter�u Poisson�eloszl�ashoz� Ebben az esetben az M�D�� sor eredm�enyei
haszn�alhat�ok fel az egy adott ir�anyba v�arakoz�o cell�ak sz�am�anak meghat�aroz�as�ahoz

hiszen abban az esetben is �eppen Poisson�eloszl�as hat�arozza meg
 hogy egy ig�eny
kiszolg�al�asa alatt h�any �uj ig�eny �erkezik a sorba� Teh�at az i� kimenetre v�arakoz�ok
egyens�ulyi sz�ama�

 Ri �
�


��� � ��
� �	���

���



N �Atvitel
� ������
� ���	��
� ����	
� ���		�
	 ������
� ������
� ������
 �����
� ��		

	��� t�abl�azat� Az �atvitel alakul�asa a kapcsol�o m�erete f�uggv�eny�eben

Tov�abb�a �	��� �atrendez�es�evel�

NX
i��

Ri
m��

N
� � � Fm��

N
�

ami egyens�ulyi esetre �at��rva�
 Ri � �� �� �	�	�

�Igy �	��� �es �	�	� felhaszn�al�as�aval
 abban az esetben
 ha N � � �es mindig minden
bemeneten van cella az �atvitel�

� � ���
p
�� � ��		�

Ez fels�o korl�atot ad a kapcsol�og�ep �atvitel�ere bemeneti sorba�all��t�as eset�en� Az 	���
t�abl�azat az �atvitelt
 mint N f�uggv�eny�et mutatja� � Ezen t�abl�azat N � � sora ker�ult
kisz�am��t�asra az 	����� szakaszban
 de ott a teljes kapcsol�o �atvitel�et adtuk meg
 m��g
itt egy kimeneti vonal �atvitele szerepel�

���




��� T�obbprocesszoros t�obb�buszos rendszer k�uls�o

k�oz�os mem�ori�aval

������ A feladat megfogalmaz�asa

������ Az �allapotgr�af

������ Felt�etelek m�odos��t�as�anak hat�asa


�	� �Allapotgr�af m�odszeres gener�al�asa

��	��� Szorzatt�er �ertelmez�ese

��	��� �Allapotok �osszevon�asa

��	��� Alkalmaz�asi p�eld�ak


�
� Petri h�al�ok �es modellez�esi alkalmaz�asa

������ Petri h�al�ok �ertelmez�ese

������ El�erhet
os�egi fa

������ Id
okezel�eses Petri h�al�ok

����	� Petri h�al�ok modellez�esi alkalmaz�asa � p�eld�ak

���




��� ALOHA csatorna teljes��tm�enyjellemz�oi

�� �altal�anos megjegyz�esek

� Abramson ������

� elv�

� k�esz csomag
 azonnali ad�as

� nyugt�az�o csatorna n�elk�uli rendszer �m�uholdas�

� visszahallja
 ha �utk�oz�es t�ort�ent

� ism�etl�es adott k�esleltet�esi eloszl�assal
 ha �utk�oz�es t�ort�ent

� h�aromf�ele modellez�esi szint�

� ��adrend�u modell� �uj � ism�etelt csomagok � Poisson be�erkez�es

� els�orend�u modell� vizsg�alt r�esben �uj csomagok Poisson be�erkez�es sze�
rint� ism�eteltek pontosan� de a vizsg�alt r�es el�ott �uj � ism�etelt csomagok
� Poisson be�erkez�es

� pontos modell� �uj csomagok Poisson be�erkez�es� ism�etelt ig�enyek pon�
tosan az ism�etl�esi szab�aly alapj�an

����� R�eselt ALOHA csatorna teljes��tm�enyjellemz
oi

� alapelvek

� egy r�es � egy csomagid�o �T �

� k�esz csomag � ad�as a k�ovetkez�o id�or�esben

� nyugt�az�asos megold�as

� ha nincs nyugta � ism�etl�es

� ��adrend�u modell

� �osszegzett �erkez�esi folyamat �ism�etelt �es �uj csomagok� g param�eter�u
Poisson folyamat

� normaliz�alt forgalom� G � gT

� csatorna�allapot minden id�or�esben f�uggetlen az el�oz�o �allapotokt�ol

� egy id�or�esben �erkez�o csomagok sz�am�anak eloszl�asa �Poisson eloszl�asb�ol��

pi �
�gT �i

i#
e�gT �

Gi

i#
e�G

ahonnan a hasznos csatornafoglalts�ag val�osz��n�us�ege �S��

S � p� � Ge�G �	���

���



� maxim�alis kihaszn�alts�ag�

dS

dG
� e�G �Ge�G � �� G � ��� � Smax �

�

e
� ����

� k�esleltet�es�
Jel�ol�esek� d � k�esleltet�es �v�v��
 r � ad�ask��s�erletek sz�ama �v�v��

A � nyugta �erz�ekel�esi id�o
 Wk � a k� ism�etl�esi id�o �v�v��
 E�Wk� � R��k
r ism�etl�es eset�en a k�esleltet�es�

d � rT ! �r � ��A!
r��X
k��

Wk

Wald �osszef�ugg�esb�ol�

E�d� � E�r�T ! �E�r�� ��A!
r��X
k��

E�Wk�

sikeres ad�as val�osz��n�us�ege egy r�esben�

P �siker� �
E�sikeres ig�enyek sz�ama�

E��osszes ig�enyek sz�ama�
�
Ge�G

G
� e�G

ad�askis�erletek sz�am�anak elosz�asa �es v�arhat�o �ert�eke�

P �r � k� � e�G��� e�G�k��� E�r� �
�

�� ��� e�G�
� eG�

ahonnan az �atlagos k�esleltet�es�

E�d� � eGT ! �eG � ���A!R� �	���

A k�esleltet�es v�altoz�asa R f�uggv�eny�eben ��abra��

� mennyis�egi megfontol�asok�

� bej�ov�o forgalom ��uj ! ism�etelt�� G

� kimen�o �sikeres� forgalom� S

� egyens�ulyban� bej�ov�o �uj forgalom � kimen�o �sikeres� forgalom

� ism�etl�esek �atlagos sz�ama� bej�ov�o forgalom�sikeres forgalom � G�S

�� els�orend�u modell r�eselt ALOHA�ra

���



� �uj ig�enyek � param�eter�u Poisson szerint �egyens�uly eset�en� �T � S�

� ism�etelt ig�enyek g �gT � G� param�eter�u Poissonb�ol �erkez�o �utk�oz�o cso�
magokb�ol �csak egy l�ep�est visszafel�e n�ezve�

� ism�etl�es egyenletes eloszl�assal az �� � � � � R id�ointervallumb�ol �a k�esleltet�esi
id�o �atlaga ebben az esetben� �R ! �����

� felismer�esi k�esleltet�es A id�or�es

� gra�kus �abr�azol�as

� a megold�as alapgondolata�

� R darab r�esb�ol j�ohet ism�etl�es a vizsg�alt r�es�unkre


� P� �P�� annak a val�osz��n�us�ege
 hogy az R k�oz�ul egy tetsz�oleges
id�or�esb�ol a vizsg�alt id�or�esbe jut�o ism�etelt �uzenetek sz�ama � ����

� akkor j�on � ism�etelt csomag az R k�oz�ul kiv�alasztott tetsz�oleges
id�or�esb�ol
 ha
ott volt �utk�oz�es� de senki sem sorsol a vizsg�alt id�or�esre� vagy ha ott
nem volt �utk�oz�es

P� �
�X
n�


�
R� �

R

n Gn

n#
e�G ! �� !G�e�G � e�G
R !

G

R
e�G

� akkor j�on pontosan � ism�etelt csomag
 ha
ott volt �utk�oz�es� �es pontosan � sorsol a vizsg�alt id�or�esre

P� �
�X
n�


Gn

n#
e�G n

�

R

�
R� �

R

n��
�
G

R

h
e�G
R � e�G

i

� Pn �Pr� annak a val�osz��n�us�ege
 hogy a vizsg�alt id�or�esben egy �uj
�ism�etelt� ig�eny sikeres�

� a vizsg�alt r�esben egy �uj ig�eny akkor sikeres
 ha�
pontosan � �uj ig�eny �erkezik� �es az egyik lehets�eges id�or�esb�ol sem sor�
sol�odik ide ism�etl�es

Pn � PR
� Se

�S

� a vizsg�alt r�esben egy ism�etelt ig�eny akkor sikeres
 ha�
nem �erkezik �uj ig�eny� �es a lehets�eges id�or�esekb�ol pontosan � ism�etl�es
sorsol�odik ide

Pr � RP�P
R��
� e�S

� �atvitel� S � Pn ! Pr

��	



�� pontos modell r�eselt ALOHA�ra

� megmutathat�o
 hogy v�egtelen termin�alsz�amra �es v�eges k�esleltet�esre az
ALOHA nem stabil

� M darab ig�enyforr�as

� gondolkod�o ig�enyforr�asok

� �uj ig�enyek � param�eter�u geometriai eloszl�as szerint �erkeznek a gondolko�
d�okt�ol
j gondolkod�o ig�enyforr�as eset�en

P ��uj ig�enyek sz�ama � k� �

�
j
k

�
�k �� � ��j�k �binomi�alis�

� blokkolt ig�enyforr�asok

� ism�etelt ig�enyek � param�eter�u geometriai eloszl�as szerint �erkeznek a
blokkolt ig�enyforr�asokt�ol

� diszkr�et idej�u Markov l�anc
 �allapotv�altoz�o a blokkolt ig�enyforr�asok sz�ama

� az �allapot v�altoz�o ingadoz�asa

� legfeljebb ��el cs�okkenhet


� ��el cs�okken
 ha van blokkolt ig�enyforr�as� nem �erkezik �uj csomag� �es
pontosan egy felhaszn�al�o ism�etel�

� v�altozatlan marad
 ha nincs �uj csomag� �es nem egy felhaszn�al�o ism�etel
�azaz � vagy egyn�el t�obb��
illetve� ha egy �uj csomag j�on �es nincs ism�etl�es�

� eggyel n�o
 ha egy �uj csomag j�on �es van ism�etl�es�

� k�val n�o
 ha k �uj csomag j�on

� az �atmeneti val�osz��n�us�egek v�eges M eset�en

pij �

�����������
���������	

� j � i� �
�� � ��M�ii���� ��i�� j � i� �� i 
 �
�� � ��M�i��� i���� ��i���!
�M � i���� � ��M�i����� ��i j � i
�M � i���� � ��M�i����� �� � ��i� j � i! ��
M�i
j�i

�
�j�i��� ��M�j i! � � j �M

� Sikeres csomagtov�abb��t�as val�osz��n�us�ege�
�nincs �uj ig�eny �es � ism�etl�es �erkezik� vagy � �uj ig�eny �es nincs ism�etl�es�

P �siker j i blokkolt� � ������M�ii������i��!�M�i�������M�i�������i�

���



� V�eges ig�enyforr�assz�amn�al a Markov l�anc mindig stabil
 de
vizsg�alhat�o a stabilit�as m�as �ertelemben is�
nagyobb�e a v�arhat�o output� mint a v�arhat�o input�

adott �allapotban

���� ��M�ii���� ��i�� ! �M � i���� � ��M�i����� ��i� 
 �M � i��

illetve glob�alisan

MX
i��

������M�ii������i��!�M�i�������M�i�������i�pi 

MX
i��

�M�i��pi

Munkapontok ��abr�ak�

� az �atmeneti val�osz��n�us�egek v�egtelen ig�enyforr�as �M� eset�en
 ha az �osszes
felhaszn�al�ot�ol egy r�esben �erkez�o csomagok sz�ama � param�eter�u Poisson
eloszl�as�u

pij �

��������
������	

� j � i� �
i���� ��i��e�� j � i� �� i 
 �
�� � i���� ��i���e�� ! ��� ��i�e�� j � i
�� � �� � ��i��e�� j � i! �
�j�i

�j�i	�e
�� i! � � j

� a Foster krit�erium alkalmaz�asa a stabilit�as vizsg�alat�ara

����� Nem r�eselt ALOHA csatorna teljes��tm�enyjellemz
oi

�� ��adrend�u modell

� �osszegzett �erkez�esi folyamat �ism�etelt �es �uj csomagok� g param�eter�u Pois�
son folyamat

� �x hossz�us�ag�u csomagok� T

� normaliz�alt forgalom� G � gT

� csatorna�allapotok�

� szabad� i

� foglalt� b

� sikeres� s

���



� nem sikeres� ns

� gra�kus �abr�azol�as

� feltev�es� i�b�s stacion�arius
 ergodikus

� fel�uj��t�asi ciklusok� �ures �es foglalt �allapotok k�ovetik egym�ast

� E�s� a sikeres csatorna foglalts�ag idej�enek v�arhat�o �ert�eke egy cikluson bel�ul
�hasonl�oan E�i�� E�b�� E�ns��

� kihaszn�alts�ag� S �
E�s�

E�s� ! E�ns� ! E�i�
�

E�s�

E�b� ! E�i�
fel�uj�
t�asi ciklu�

sokra

� a k�ul�onb�oz�o hossz�us�ag�u szakaszok hossz�anak sz�am��t�asa

� szabad intervallumok hossz�anak eloszl�asa �es v�arhat�o �ert�eke� fi�t�

fi�t� � ge�gt� E�i� �
�

g
�	��

� foglalt intervallumok� fb�t� � gra�kus �abr�azol�as
jel�olje� N az �utk�oz�o csomagok sz�am�at �v�v��
 �es ai az egym�ast k�ovet�o
�utk�oz�o csomagok �erkez�ese k�ozti id�oket �v�v�� �� � i � N�
ai�k eloszl�asa�

fa�t� �

���
�	

ge�gt

� � e�gT
� � t � T

� egy�ebk�ent

�es v�arhat�o �ert�eke�

E�a� �
Z T

�
tg

e�gt

�� e�gT
dt �

�

�� e�G

Z T

�
tge�gtdt

ami parci�alis integr�al�assal�

E�a� �
�

�� e�G
��T e�G !

� � e�G

g
� �

�T
eG � �

!
T

G
�	���

az �utk�oz�o csomagok sz�am�anak eloszl�asa�

pn � P �N � n� � ��� e�gT �ne�gT � �� � e�G�ne�G

E�N� � e�G
�X
n��

n�� � e�G�n �
� � e�G

e�G
� eG � � �	����

��



v�eg�ul a foglalt intervalumok hossza�

b �
NX
i��

ai ! T

�es v�arhat�o �ert�eke�

E�b� �
�X
n��

pn�T ! nE�a�� � T
�X
n��

pn !E�a�
�X
n��

pnn � T !E�N�E�a�

�Wald egyenl�os�eg�
amib�ol�

E�b� � �eG � ���
T

� � eG
!
T

G
� ! T �

T

G
�eG � �� �	����

� sikeres intervallumok�
akkor van sikeres csomag
 ha az �utk�oz�o csomagok sz�ama �

E�s� � TP �N � �� � Tp� � T e�gT � T e�G �	����

� sikertelen intervallumok�
akkor nem sikeres a foglalt intervallum
 ha az �utk�oz�o csomagok sz�ama
nagyobb �

E�ns� �
�X
n��

pn�T!nE�a�� � T
�X
n��

pn!E�a�
�X
n��

pnn � T ���p��!E�a�E�N�

�	����

� a kihaszn�alts�ag� S

S �
T e�G

T
G
�eG � �� ! T

G

� Ge�
G �	����

�A g�orbe alakja�

� maxim�alis kihaszn�alts�ag�

dS

dG
� e�
G � �Ge�
G � �� G � ��	 � Smax �

�

�e
� ���

� k�esleltet�es� gra�kus �abr�azol�as
Jel�ol�esek� d �k�esleltet�es
 r �ad�ask��s�erletek sz�ama

A � sikertelens�eg �erz�ekel�esi id�o
 Wk �az k� ism�etl�esi id�o
 E�Wk� � R��k

���



d � rT ! �r � ��A!
r��X
k��

Wk

E�d� � E�r�T ! �E�r�� ��A!
r��X
k��

E�Wk�

Mivel a r�eselt esethez hasonl�oan E�r� �
G

S

E�d� �
G

S
T ! �

G

S
� ���A!R� � e
GT ! �e
G � ���A!R� �	��	�

Gra�kus �abr�azol�as
 line�aris f�uggv�eny ellentmond�asa


��� CSMA rendszerek

�� alapelv�

� az ALOHA tov�abbfejleszt�ese S n�ovel�ese �erdek�eben

� ad�as el�ott �belehallgat�as� a csatorn�aba
�Carrier Sense Multiple Access�

� kritikus t�enyez�o a jelterjed�esi id�o

�� v�altozatok�

� nem�kitart�o �perzisztens� �es ��kitart�o �val�osz��n�us�eggel kitart�o�

� r�eseletlen � r�eselt

� �utk�oz�es detekci�o n�elk�uli � �utk�oz�es detekci�os

�� jel�ol�esek�

� T � csomagk�uld�esi id�o ��xnek vessz�uk�

� a � ��T � normaliz�alt �maxim�alis jelterjed�esi id�o�

� �� �osszegzett �erkez�esi intenzit�as ���adrend�u modell�

� G � �T � forgalom

� csatorna�allapotok� ld�

� szabad� i

� foglalt� b

���



� sikeres� s

� nem sikeres

� gra�kus �abr�azol�as r�eseletlenre

� feltev�es� i�b�s stacion�arius
 ergodikus

� fel�uj��t�asi ciklusok �ertelmez�ese

� kihaszn�alts�ag� S �
E�s�

E�b� ! E�i�
fel�uj�
t�asi ciklusokra

������ R�eselt nem�kitart�o CSMA vizsg�alata

�� szabad intervallumok�

P �i � k� � � �e�g� �k���� � e�g��

E�i� �
�

�� e�g�
�	����

�� foglalt intervallumok�

P �b � k�T ! � �� � �� � e�g� �k��e�g�

E�b� �
T ! �

e�g�
�	����

�� sikeres intervallumok�

E�s� � T
E�b�

T ! �
Psucc

Psucc � Prfsikeres k�uld�esi szakaszg �

Prfegyetlen �erkez�es az utols�o r�esben egy csomag el�ott j volt �erkez�esg �
g�e�g�

�� e�g�

E�s� �
T

T ! �

T ! �

e�g�
g�e�g�

� � e�g�
�

gT�

�� e�g�
�	���

�� a kihaszn�alts�ag� S

S �
gT�

��e�g�

�
��e�g� ! T��

e�g�

�
gT�e�g�

T ! � � T e�g�
�

aGe�ag

� ! a� e�aG
�	����

�A g�orbe alakja�

	� maxim�alis kihaszn�alts�ag� lima��

Sa�� �
G

� !G
�	����

���



������ R�eselt ��kitart�o CSMA vizsg�alata

�� szabad intervallumok� ld el�obb

�� foglalt intervallumok�

P �b � k�T ! � �� � ��� e�g�T��	�k��e�g�T��	

E�b� �
T ! �

e�g�T��	
�	����

�� sikeres intervallumok�

E�s� � T �Psuc� !
E�b�� �T ! � �

T ! �
Psuc
�

Psuc� �
g�e�g�

� � e�g�

Psuc
 �
g�T ! � �e�g�T��	

� � e�g�T��	

�� a kihaszn�alts�ag� csak a v�egeredm�eny

S �
Ge����a	G�� ! a� e�aG�

�� ! a���� e�aG� ! ae����a	G
�	����

�A g�orbe alakja�

	� maxim�alis kihaszn�alts�ag� lima��

Sa�� �
G�� !G�

� !GeG
�	����

���



A� f�uggel�ek

Val�osz��n�us�egsz�am��t�asi �osszefoglal�o

A��� Esem�enyek val�osz��n�us�ege� val�osz��n�us�egi

v�altoz�ok

�� Val�osz��n�us�eg�
A esem�eny val�osz��n�us�ege Pr�A�
 � � Pr�A� � ��

�� Eloszl�asf�uggv�eny�
X v� v� eloszl�asf�uggv�enye FX�x� � Pr�X � x�
Ha X folytonos v� v� akkor FX�x� deriv�alhat�o
 �es az fX�x� � dFX�x��dx
f�uggv�enyt X s�ur�us�egf�uggv�eny�enek nevezz�uk�
Ha X diszkr�et
 akkor FX�x� szakaszonk�ent konstans
 �es pi m�ert�ek�u ugr�asai
vannak xi�n�el�

�� V�arhat�o �ert�ek�
X v� v� v�arhat�o �ert�ek�et E�X��el jel�olj�uk�
Ha X folytonos v� v� akkor E�X� �

R
xf�x�dx�

Ha X diszkr�et
 akkor E�X� �
P

i xipi�
Ha X nem negat��v �es E�X� v�eges
 akkor E�X� �

R�
� � � F �x�dx�

�� Intenzit�as
 haz�ard r�ata�
X )bek�ovetkez�es�enek sebess�ege� x k�ornyezet�eben ��x� � f�x���� � F �x���

	� Felt�eteles val�osz��n�us�eg�

���



A esem�eny val�osz��n�us�ege B esem�eny bek�ovetkez�ese eset�en

Pr�A j B� �
Pr�A�B�

Pr�B�

�� Teljes val�osz��n�us�eg formula�

� az esem�enyt�er �S� megsz�aml�alhat�o �pozit��v val�osz��n�us�eg�u� diszjunkt
feloszt�asa eset�en �azaz �iBi � S
 �es Bi Bj � ���i �� j �

Pr�A� �
X
i

Pr�A j Bi�Pr�Bi�

� az esem�enyt�er �S� nem�megsz�aml�alhat�o �� val�osz��n�us�eg�u� diszjunkt
feloszt�asa eset�en

Pr�A� �
Z
t
Pr�A j X � t�fX�t�dt

megjegyz�es� �ertelmezze az A esem�enyre �es X val�osz�
n�us�egi v�altoz�ora
vonatkoz�o a Pr�A� � E�Pr�AjX�� kifejez�est

� t�obb f�uggetlen felt�etel eset�en a fenti formul�ak t�obbsz�or is alkalmazhat�ok�

� t�obb �osszef�ugg�o felt�etel eset�en a felt�etelek f�ugg�os�eg�et is �gyelembe kell
venni�

Pr�A� �
X
i

X
j

Pr�A j Bi�Dj�Pr�Bi j Dj�Pr�Dj�

vagy

Pr�A� �
Z
x

Z
y
Pr�A j X � x� Y � y�fX j Y �y�x�fY �y�dydx

�� H�atral�ev�o �elettartam�
X h�atral�ev�o �elettartam�anak eloszl�asa
 ha tudjuk
 hogy X 
 � �Pr�X � � �
t j X 
 � ���

A��� Gyakorl�o�ism�etl�o feladatok

�� �� feladat� k�et exponenci�alis eloszl�as�u tev�ekenys�eg

t � ��ban k�et f�uggetlen exponenci�alis eloszl�as�u ideig tart�o tev�ekenys�eg kezd�odik�
Az egyik X ideig tart
 ahol X � param�eter�u exponenci�alis eloszl�as�u
 a m�asodik

���



Y ideig tart
 ahol Y 	 param�eter�u exponenci�alis eloszl�as�u v�v� Legyen V �
min�X�Y �
 Z � max�X�Y �
 W � Z � V �

K�erd�esek�

a� az els�o �azaz a r�ovidebb ideig tart�o� tev�ekenys�eg befejez�es�enek ideje �V
eloszl�asa
 v�arhat�o �ert�eke�


b� annak val�osz��n�us�ege
 hogy az X esem�eny fejez�odik be el�obb �Pr�X � Y ��


c� az els�o �es a m�asodik esem�eny befejez�ese k�ozti id�o �W eloszl�asa
 v�arhat�o
�ert�eke�


d� annak val�osz��n�us�ege
 hogy egy tetsz�oleges t id�opillanatban

� az X esem�eny m�ar befejez�od�ott �es az Y esem�eny m�eg nem
�Pr�X � t � Y ��

� az els�o esem�eny m�ar befejez�od�ott �es a m�asodik esem�eny m�eg nem
�Pr�V � t � Z��

� mindk�et esem�eny befejez�od�ott m�ar �Pr�X � t� Y � t� � Pr�Z � t��

e� az a� �es a c� pontban kapott val�osz��n�us�egi v�altoz�ok �osszeg�enek �W ! V �
eloszl�asa

f� X eloszl�asa
 ha tudjuk
 hogy X � � �Pr�X � t j X � � ��


g� X eloszl�asa
 ha tudjuk
 hogy X � Y �Pr�X � t j X � Y ��


h� X eloszl�asa
 ha tudjuk
 hogy X 
 Y �Pr�X � t j X 
 Y ���

Megold�as�

a� a r�ovidebb ideig tart�o tev�ekenys�eg befejez�es�enek ideje

Pr�V � t� � �� Pr�V 
 t� � �� Pr�X 
 t� Y 
 t� �

� �� Pr�X 
 t�Pr�Y 
 t� � �� e��te��t � � � e�����	t

V exponenci�alis eloszl�as�u � ! 	 param�eterrel
 E�V � �
�

�! 	

b� az X esem�eny fejez�odik be el�obb

Pr�X � Y � �
Z �

y��
Pr�X � y�fY �y�dy �

Z �

y��
�� � e��y�	e��ydy �

� � � 	

� ! 	
�

�

�! 	

��	



c� az els�o �es a m�asodik esem�eny befejez�ese k�ozti id�o
�� megold�as �nyers er�o�

Pr�W � t� �
Z �

y��

Z �

x��
Pr�W � t j X � x� Y � y�fX�x�fY �y�dxdy �

�
Z �

y��

Z �

x��
Pr�jx � yj � t�fX�x�fY �y�dxdy �

�
Z t

y��

Z y�t

x��
�e��xdx	e��ydy !

Z �

y�t

Z y�t

x�y�t
�e��xdx	e��ydy � �����

�� megold�as

Pr�W � t� �

� Pr�W � t j X � Y � Pr�X � Y � ! Pr�W � t j X 
 Y � Pr�X 
 Y � �

az �X � Y � felt�etel mellettW az Y h�atral�ev�o �elettartama lesz
 ami viszont
az exponenci�alis eloszl�as �or�okifj�us�aga miatt

� Pr�Y � t� Pr�X � Y � ! Pr�X � t� Pr�X 
 Y � �

�

�! 	
��� e��t� !

	

�! 	
��� e��t�

v�arhat�o �ert�ek

E�W � � E�Y � Pr�X � Y � ! E�X� Pr�X 
 Y � �
�

	�� ! 	�
!

	

��� ! 	�

d� � az X esem�eny m�ar befejez�od�ott �es az Y esem�eny m�eg nem

Pr�X � t � Y � � Pr�X � t�Pr�t � Y � � ��� e��t�e��t

� az els�o esem�eny m�ar befejez�od�ott �es a m�asodik esem�eny m�eg nem

Pr�V � t � Z� �

� Pr�V � t � Z j X � Y �Pr�X � Y �!

! Pr�V � t � Z j X 
 Y �Pr�X 
 Y � �

� Pr�X � t � Y j X � Y �Pr�X � Y �!

! Pr�Y � t � X j X 
 Y �Pr�X 
 Y � �

� Pr�X � t � Y�X � Y � ! Pr�Y � t � X�X 
 Y � �

� Pr�X � t � Y � ! Pr�Y � t � X� �

� �� � e��t�e��t ! �� � e��t�e��t

���



� mindk�et esem�eny befejez�od�ott m�ar

Pr�X � t� Y � t� � Pr�Z � t� � Pr�X � t� Pr�Y � t� �

� �� � e��t���� e��t�

e� a W �es a V val�osz��n�us�egi v�altoz�ok �osszeg�enek eloszl�asa
Mivel �osszef�ugg�o val�osz��n�us�egi v�altoz�okr�ol van sz�o nem lehet konvoluci�ot
alkalmazni
 hanem egyszer�uen

Pr�W ! V � t� � Pr�Z � t� � ��� e��t��� � e��t�

f� X eloszl�asa
 ha X � �

Pr�X � t j X � � � �
Pr�X � t�X � � �

Pr�X � � �
�

amib�ol az X � � ismerettel �felt�etellel� m�odos��tott val�osz��n�us�egi v�altoz�o
eloszl�as f�uggv�enye���

�	
Pr�X � t�

Pr�X � � �
�

� � e��t

�� e���
� � t � �

� t 
 �

g� X eloszl�asa
 ha X � Y

Pr�X � t jX � Y � �
Pr�X � t�X � Y �

Pr�X � Y �
�

R�
y�� Pr�X � t�X � y�fY �y�dy

Pr�X � Y �
�

�

R t
y�� Pr�X � y�fY �y�dy

Pr�X � Y �
!

R�
y�t Pr�X � t�fY �y�dy

Pr�X � Y �
� � � e�����	t

azaz �! 	 param�eter�u exponenci�alis eloszl�as�

h� X eloszl�asa
 ha X 
 Y

Pr�X � t jX 
 Y � �
Pr�X � t�X 
 Y �

Pr�X 
 Y �
�

R�
y�� Pr�X � t�X 
 y�fY �y�dy

Pr�X 
 Y �
�

�

R t
y�� Pr�y � X � t�fY �y�dy

Pr�X 
 Y �
�

R t
y���FX�t�� FX�y��fY �y�dy

Pr�X 
 Y �
�

�� e��t � �

	
e��t�� � e��t�

���



�� Geometriai eloszl�as v�arhat�o �ert�eke
Pr�X � i� � ��� p�pi��� i � �� �� �� eset�en de�nici�o szerint

E�X� �
�X
i��

i��� p�pi��

azonban meghat�arozhatjuk a v�ahat�o �ert�eket az �or�okifj�us�ag felhaszn�al�as�aval is�

E�X� � E�X jX � ��Pr�X � ��!E�X jX 
 ��Pr�X 
 �� � ����p�!��!E�X��p

ahol E�X j X 
 �� egyenl�o � plusz a h�atral�ev�o �elettartam v�arhat�o �ert�eke

ami az �or�okifj�us�ag miatt megegyezik az eredeti v�arhat�o �ert�ekkel� Inn�et viszont
megkapjuk
 hogy

E�X� �
�

�� p

a de�nici�o szerinti fel��r�assal �osszevetve azt is megkapjuk
 hogy

�X
i��

i pi�� �
�

�� � p�


�� �� feladat� k�et geometriai eloszl�as�u tev�ekenys�eg
Oldja meg a fenti feladatokat abban az esetben
 ha az id�osk�ala diszkr�et
 �es
a t � � pillanatban k�et f�uggetlen geometriai eloszl�as�u ideig tart�o tev�ekenys�eg
kezd�odik� Az egyik X ideig tart
 ahol Pr�X � i� � �� � p�pi��� i � �� �� ��
a m�asodik Y ideig tart
 ahol Pr�Y � i� � �� � q�qi��� i � �� �� ��� Legyen
V � min�X�Y �
 Z � max�X�Y �
 W � Z � V �

a� a r�ovidebb ideig tart�o tev�ekenys�eg befejez�es�enek ideje

Pr�V � t� � Pr�V � t j X � Y � Pr�X � Y �!

!Pr�V � t jX 
 Y � Pr�X 
 Y �!Pr�V � t jX � Y � Pr�X � Y � �

Pr�X � t� t � Y � ! Pr�Y � t�X 
 t� ! Pr�X � t� Y � t� �

Pr�X � t� Pr�t � Y � ! Pr�Y � t� Pr�X 
 t� ! Pr�X � t� Pr�Y � t� �

� Pr�X � t� Pr�t 	 Y � ! Pr�Y � t� Pr�X 
 t� �

� ��� p�pt��qt�� ! �� � q�qt��pt � �� � pq��pq�t��

azaz pq param�eter�u geometriai eloszl�as�

��



b� az X esem�eny fejez�odik be el�obb

Pr�X � Y � �
�X
x��

Pr�x � Y � Pr�X � x� �
�X
x��

qx�� � p�px�� �
q��� p�

�� pq

a k�et esem�eny egyszerre fejez�odik be

Pr�X � Y � �
�X
x��

Pr�X � x� Pr�Y � x� �
�X
x��

�� � q�qx���� � p�px�� �

�
�� � q���� p�

�� pq

az X esem�eny nem k�es�obb fejez�odik be

Pr�X � Y � �
� � p

�� pq

c� az els�o �es a m�asodik esem�eny befejez�ese k�ozti id�o
W lehets�eges �ert�ekei �� �� �� � � �

P r�W � �� � Pr�X � Y � �
��� q���� p�

� � pq

Ha t 
 � akkor �� megold�as �nyers er�o�

Pr�W � t� �

�X
y��

�X
x��

Pr�W � t j X � x� Y � y�Pr�X � x�Pr�Y � y� �

�
�X
y��

Pr�X � y ! t�Pr�Y � y� !
�X
x��

Pr�X � x�Pr�Y � y ! t� � ���

�� megold�as �t 
 � esetre�

Pr�W � t� �

� Pr�W � t j X � Y � Pr�X � Y � ! Pr�W � t j X 
 Y � Pr�X 
 Y �

az �X � Y � felt�etel mellettW az Y h�atral�ev�o �elettartama lesz
 ami viszont
a geometriai eloszl�as �or�okifj�us�aga miatt

� Pr�Y � t� Pr�X � Y � ! Pr�X � t� Pr�X 
 Y � �

���



�
q��� p�

� � pq
�� � q�qt�� !

p�� � q�

� � pq
��� p�pt��

W v�arhat�o �ert�eke

E�W � � E�Y � Pr�X � Y � ! E�X� Pr�X 
 Y � ! � Pr�X � Y � �

�
q��� p�

� � pq

�

� � q
!
p�� � q�

�� pq

�

� � p

d� � t�ben az X esem�eny m�ar befejez�od�ott �es az Y esem�eny m�eg nem

Pr�X � t � Y � � Pr�X � t� Pr�t � Y � � ��� pt�qt

� az els�o esem�eny m�ar befejez�od�ott �es a m�asodik esem�eny m�eg nem

Pr�V � t � Z� �

� Pr�V � t � Z j X � Y �Pr�X � Y �!

! Pr�V � t � Z j X 
 Y �Pr�X 
 Y � �

� Pr�X � t � Y j X � Y �Pr�X � Y �!

! Pr�Y � t � X j X 
 Y �Pr�X 
 Y � �

� Pr�X � t � Y�X � Y � ! Pr�Y � t � X�X 
 Y � �

� Pr�X � t � Y � ! Pr�Y � t � X� �

� Pr�X � t�Pr�t � Y � ! Pr�Y � t�Pr�t � X� �

� �� � pt�qt ! pt�� � qt�

� mindk�et esem�eny befejez�od�ott m�ar

Pr�X � t� Y � t� � Pr�Z � t� � Pr�X � t�Pr�Y � t� � ���pt����qt�
e� a W �es a V val�osz��n�us�egi v�altoz�ok �osszeg�enek eloszl�asa

Pr�W ! V � t� � Pr�Z � t� �

� Pr�Z � t j X � Y �Pr�X � Y � ! Pr�Z � t j X 
 Y �Pr�X 
 Y � �

� Pr�Y � t j X � Y �Pr�X � Y � ! Pr�X � t j X 
 Y �Pr�X 
 Y � �

� Pr�Y � t�X � Y � ! Pr�X � t�X 
 Y � �

� Pr�Y � t�X � t� ! Pr�X � t� t 
 Y � �

� Pr�Y � t�Pr�X � t� ! Pr�X � t�Pr�Y � t� �

� ��� q�qt����� pt� ! �� � p�pt����� qt���

���



f� X eloszl�asa
 ha X � �
ekkor X lehets�eges �ert�ekei �� �� �� � � � � � � �� � � �

Pr�X � t j X � � � �
Pr�X � t�X � � �

Pr�X � � �
�

ami t � � eset�en
Pr�X � t�

Pr�X � � �
�

�� � p�pt��

� � p���

g� X eloszl�asa
 ha X � Y
ekkor X lehets�eges �ert�ekei �� �� �� � � �

P r�X � t j X � Y � �
Pr�X � t�X � Y �

Pr�X � Y �
�

�

�X
y��

Pr�X � t�X � y� Pr�Y � y�

Pr�X � Y �
�

�

�X
y�t��

Pr�X � t� Pr�Y � y�

Pr�X � Y �
�
Pr�X � t� Pr�Y 
 t�

Pr�X � Y �
�

�� � p�pt��qt

q��� p�

�� pq

� �� � pq��pq�t��

azaz pq param�eter�u geometriai eloszl�as�

h� X eloszl�asa
 ha X 
 Y
ekkor X lehets�eges �ert�ekei �� �� � � �

P r�X � t j X 
 Y � �
Pr�X � t�X 
 Y �

Pr�X 
 Y �
�

�

�X
y��

Pr�X � t�X 
 y� Pr�Y � y�

Pr�X 
 Y �
�

�

t��X
y��

Pr�X � t� Pr�Y � y�

Pr�X 
 Y �
�
Pr�X � t� Pr�Y � t�

Pr�X 
 Y �
�

���



��� p�pt����� qt���

p�� � q�

� � pq

�
��� pq���� p�

p�� � q�
�pt�� � �pq�t���

Hat�arozza meg ennek az eloszl�asnak a z transzform�altj�at� ellen�orizze� hogy
eloszl�ast kaptunk�e� sz�am�
tsa ki az eloszl�as v�arhat�o �ert�ek�et

�� �� feladat� nyers er�o m�odszere
Oldja meg az exponenci�alis �es a geometriai eloszl�as�u val�osz��n�us�egi v�altozokra
vonatkoz�o val�osz��n�us�egi megfontol�asokkal megoldott feladatokat a nyers er�o
m�odszer�evel� Irja fel a vonatkoz�o �osszef�ugg�eseket mindk�et integr�al�asi
��osszegz�esi� sorrenddel�

	� �� feladat� k�ul�onb�oz�o eloszl�as�u tev�ekenys�egek
Oldja meg a fenti feladatokat abban az esetben
 ha

� X exponenci�alis �es Y folytonos egyenletes eloszl�as�u


� X exponenci�alis �es Y diszkr�et egyenletes eloszl�as�u


� X geometriai �es Y diszkr�et egyenletes eloszl�as�u


� X geometriai �es Y folytonos egyenletes eloszl�as�u�

�� tapasztalatok f�uggetlen exponenci�alis �geometriai� eloszl�as�u ideig
tart�o tev�ekenys�egekre vonatkoz�oan�

� ketto vagy t�obb tev�ekenys�eg k�oz�ul a legelso befejez�es�enek ideje
exponenci�alis �geometriai� eloszl�as�u� melynek param�etere az
egyes tev�ekenys�egek param�etereinek �osszege �szorzata��

� az� hogy melyik az elso esem�eny� az esem�enyek param�etereinek
ar�any�aban oszlik meg�

� az� hogy melyik tev�ekenys�eg fejezodik be elosz�or� nem f�ugg az az
elso esem�eny bek�ovetkez�es�enek idej�etol�

� az elso esem�enyt k�ovetoen a m�eg be nem fejezett tev�ekenys�egek
h�atral�evo �elettartama exponenci�alis �geometriai� eloszl�as�u�

� ha eredetileg ketton�el t�obb esem�eny versenyzett egym�assal� vagy
az elso esem�enyt k�ovetoen �uj exponenci�alis �geometriai� eloszl�as�u
tev�ekenys�eg�ek� kezdodnek� akkor az elso esem�eny bek�ovetkez�ese
ut�an az eredetihez hasonl�o helyzetet kapunk� amelyben expo�
nenci�alis �geometriai� eloszl�as�u ideig � vagy h�atral�evo ideig �
tart�o tev�ekenys�egek versenyeznek egym�assal�

���


